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Berichtigungen. 


Zeile 3 und 4 soll es heißen „P(,d=P(l,)=O“. 

in der letzten Zeile der Fußnote ?) soll es heißen „Schoenflies, 
richt I, S. 34“. 

Zeile 12 ‚Man nehme um A“ statt „Man nehme“. 

Zeiler18. 7,0 =: tg statt „= + tg(ran)“. 

Zeile 33 „Umgebung“ statt „Umgehung“. 

Zeile 24= 6 — 0, statt, ge. 


letzte Zelle „=op-tg z“ statt „=p-tg(ra)“. 


Zeile 25 „P=Pu=Py=:...—Pn)“ 
State (Be Den. nee 
Zeile 24 ,„Polygon‘“ statt „Poligon‘“. 


Einleitung. 


Die Topologie oder Analysis Situs ist derjenige Teil der Geometrie, 
der die bei stetigen Transformationen ungeändert bleibenden Eigen- 
schaften der Gebilde untersucht. Diese sind Zusammenhangs- und 
Lagenverhältnisse, sozusagen Eigenschaften von qualitativer Natur. 

Seit langem liegen Probleme dieser Art in Spielen wie auch ın 
der Wissenschaft vor; ich erinnere an den bekannten Vierfarben- 
satz, der die Vermutung ausspricht, daß bei jeder Einteilung der 
Kugelfläche in Gebiete dieselben mit vier Farben so gefärbt werden 
können, daß immer zwei benachbarte Gebiete verschiedene Farben 
haben. Offenbar ist es für das Bestehen dieses Satzes belanglos, ob 
die Ränder der Gebiete aus geradlinigen Stücken aufgebaut sind, oder 
aus denselben durch hinreichend kleine Abänderungen zu krumm- 
linıgen Berandungen gemacht werden. 

Als ein anderes Beispiel erwähnen wir das in der Geschichte 
erste zu unserem Gebiet gehörige wissenschaftliche Resultat, den 
Eulerschen Polyedersatz. Er besagt, daß bei einer konvexen Polyeder- 
fläche die gesamte Anzahl der Seitenflächen und der Eckpunkte der 
um zwei vermehrten Anzahl der Kanten gleich ist. Deformiert man 
die Fläche stetig und betrachtet auf der dadurch entstehenden Fläche 
diejenige Einteilung, die durch diese Deformation aus den Kanten 
hervorgeht, so besteht dieselbe Beziehung zwischen den Anzahlen der 
Flächenstücke, Eckpunkte und Kanten. 

Wir erwähnen noch den anschaulichen Satz, daß die Kugelfläche 
durch eine auf ihr gezogene einfache geschlossene Kurve in zwei 
Teile zerlegt wird. Wenn man eine Kreislinie um eine in ihrer Ebene 
liegende, sie nicht trefiende Gerade im Raume rotieren läßt, bekommt 
man eine Ringfläche; ein Meridian auf derselben, etwa die Kreislinie 
in der ursprünglichen Lage, bildet eine einfache geschlossene Kurve 
auf der Ringfläche, die sie nicht zerlegt. 

Die genannten Eigenschaften sind offenbar unabhängig von der 
 metrischen Natur, die das spezielle Gebilde hat. So sind z.B. eine 
Kugel und ein Ellipsoid für die Analysis Situs äquivalent, da die erste 
Fläche sich durch eine stetige Deformation in die zweite überführen läßt, 
bei welcher kein Flächenteil zerrissen wird und auch keine neuen Ver- 


einigungen von vorher verschiedenen Flächenteilen eintreten. Die 
v. Ker&kjärtö, Topologie. 1 
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Kugelfläche ist aber nicht der vorhin erwähnten Ringfläche äquivalent, 
wie man einstweilen aus den vergeblichen Versuchen, die eine in die 
andere zu überführen, folgern könnte. 

Die eben erwähnte Äquivalenz ist nur eine Art der in der Ana- 
lysıs Situs zur Geltung kommenden Beziehungen. Eine andere Art 
von Äquivalenz ist die, laut deren eine Ringfläche äquivalent ist der 
aus derselben auf die Weise entstehenden Fläche, daß man die Ring- 
fläche längs eines Meridians aufschneidet, dann in die so entstehende 
Fläche einen Knoten schlingt und schließlich wieder die beiden Kon- 
turen, die durch das Aufschneiden der Ringfläche entstanden sind, 
miteinander vereinigt, so daß je zwei ursprünglich zusammenfallende 
Punkte wieder zur Deckung kommen. Diese Fläche läßt sich nicht 
durch eine stetige Deformation im Raume ohne Selbstdurchdringung 
in die ursprüngliche Gestalt der gewöhnlichen Ringfläche bringen. 

Von dieser Art sind die ersten Tatsachen, denen rein qualitative 
Eigenschaften zugrunde liegen. 


Erst durch die Untersuchungen von Riemann, bei denen die Zu- 
sammenhangsverhältnisse von Flächen ihre tiefe Bedeutung für die 
Funktionentheorie zeigten, hat die Topologie Bedeutung für die übrige 
Mathematik gewonnen. 

Die Untersuchungen von Möbius, Listing und Riemann wurden 
von ©. Neumann, Clifford, Klein, v. Dyck und anderen weiter gefördert. 

Die Meıhoden, die bei diesen Untersuchungen angewandt wurden, 
sind. zumeist die der Anschauung. Die Flächen (um welche es sich 
insbesondere handelt) werden als Papier- oder Kautschukflächen an- 
genommen, dann aufgeblasen, zerschnitten, mit Nadeln durchstochen usw. 
Es liegt eine Art Experimentalwissenschaft vor, die jedoch der Mathe- 
matik nützliche Dienste leistet. 

Eine andere Betrachtungsweise bestand darin, die zu untersuchen- 
den Flächen durch analytische Formeln darzustellen und dann die aus 
analytischen Untersuchungen gezogenen Schlüsse auf die Topologie 
anzuwenden (z.B. v. Dyck, Hurwitz). Gegen diese Methode ist einzu- 
wenden, daß den Gebilden der Natur der Fragen nicht angemessene 
Bedingungen auferlegt werden, wodurch eine unnötige Einschränkung 
erreicht wird, und daß sie gegen das Prinzip der Methodenreinheit 
verstößt. 


Die von Cantor begründete Mengenlehre ergab die Mittel für einen 
exakten Aufbau der Topologie. Jordan erreichte das erste grund- 
legende Resultat in dieser Hinsicht, indem er die Notwendigkeit eines 
strengen Beweises für den einleuchtenden Satz, daß eine einfache ge- 
schlossene Kurve die Ebene in zwei Teile zerlegt, erkannte und einen 
solchen Beweis angab. 
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Der Schoenfliessche Bericht über die Entwicklung der Mengen- 
lehre gab eine systematische Darstellung nebst. einer Reihe von neuen 
Resultaten über die gestaltlichen Invarianten. 

Eine neue Periode beginnt mit den Untersuchungen von Brouwer. 
Mehrere grundlegende Sätze werden von ihm bewiesen und eine Reihe 
von ungeahnten gestaltlichen Möglichkeiten entwickelt. 

Eine systematische, exakte Betrachtung der Flächentopologie, 
allerdings nur in dem Maße wie dies in der Funktionentheorie nötig 
ist, wird erst in Weyls „Idee der Riemannschen Fläche“ gegeben. 


Die Betrachtungen über mehrdimensionale Gebilde wurden bereits 
von Riemann und Betti begonnen und von Poincare durch wertvolle 
Ergebnisse bereichert. Diese Untersuchungen betreffen die Zusammen- 
hangsverhältnisse im Großen; die Methoden, die gebraucht werden, 
und zu diesem Zwecke genügen, können als analytisch bezeichnet 
werden. 


Eine andere Begründung der Topologie wurde von Dehn und 
Heegaard in ihrem Enzyklopädieartikel entwickelt und von Tietze und 
Veblen weitergeführt. Dies ist eine kombinatorısche Betrachtungsweise. 
Eine Polyederfläche wird etwa als ein kombinatorisches Schema be- 
schrieben, durch die Eckpunkte, durch die Kanten, welche durch ihre 
Endpunkte gekennzeichnet werden, und durch die Seitenflächen, die 
durch die Angabe der anschließenden Kanten ausgedrückt werden. 
Wenn man die Polyederfläche einer Transformation unterwirft, indem 
man etwa auf einer Kante einen neuen Eckpunkt annimmt, und statt 
der einen Kante die beiden durch den neu angenommenen Eckpunkt 
bestimmten Teile als Kanten einführt, oder wenn man ähnlich auf 
einer Seitenfläche eine neue Kante zieht, und dadurch die Seitenfläche 
in zwei zerlegt, so entspricht dieser Operation eine bestimmte Ab- 
änderung des kombinatorischen Schemas. Die Untersuchung einer 
Fläche geht somit zurück auf die kombinatorische Untersuchung gewisser 
Schemata und bestimmter Abänderungen dieser Schemata. 

Die kombinatorische Methode bietet bei gewissen Untersuchungen 
große Vorteile; der oben erwähnte Vierfarbensatz ist von rein kom- 
binatorischer Natur, ebenso die Zusammenhangsverhältnisse von 
Flächen usw. Andererseits gehen dabei viele Feinheiten verloren, die 
bei der mengentheoretischen Betrachtung großes Interesse haben, so 
etwa der oben genannte Jordansche Kurvensatz. 

Dehn und Heegaard geben eine Einteilung der kombinatorischen 
Topologie in drei Teile: Complexus, Nexus, Connexus. Im ersten 
kommen solche Eigenschaften zur Betrachtung, die einem gegebenen 
Schema selber zukommen (z. B. Vierfarbensatz). Im zweiten werden die 
von der Darstellung unabhängigen Eigenschaften untersucht, dabeı 
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werden also gewisse Abänderungen des Schemas zugelassen (z. B. 
Geschlecht der Fläche). Im dritten werden die Gebilde als Teile von 
anderen Gebilden untersucht; dabei werden solche Abänderungen zuge- 
lassen, die das Teilgebilde in ein anderes Teilgebilde desselben ent 
haltenden Gebildes überführen (z. B. Lage von Flächen im Raume). 


Unsere Darstellung wird auf die Theorie der Punktmengen ge- 
gründet. Der zugrunde gelegte Begriff der reellen Zahl könnte noch 
vermieden werden, d. h. wir könnten statt der Zahlenebene bzw. Zahlen- 
räume die abstrakten Räume zum Ausgangspunkt wählen. Die Grund- 
lage dafür bildet die Frechetsche Begründung der abstrakten Mengen- 
lehre und besonders ein ebenfalls von Frechet herrührender Funda- 
mentalsatz, der die Möglichkeit einer Abstandsdefinition in gewissen 
nur mit Konvergenzeigenschaften behafteten abstrakten Mengen aus- 
sagt. Es ist dann nur noch nötig die Zahlenmannigfaltigkeiten unter 
den mit Abstandserklärungen versehenen abstrakten Mengen zu charak- 
terisieren. Ich habe neuestens (Vortrag in der Göttinger Mathem. 
Gesellschaft, 14. Nov. 1922) eine solche, rekurrente Definition gegeben, 
die uns in den Stand setzt, die Topologie ohne den Begriff der reellen 
Zahl aufzubauen. — Der Zweckmäßigkeit halber wird man aber auch 
dann besser die abstrakte Topologie in zwei Schritten angreifen; zu- 
erst definiert man die Zahlenmannigfaltigkeiten unter den abstrakten 
Mengen und legt dann dieselben der weiteren Betrachtung zugrunde, 
zumal wegen ıhrer leichteren Zugänglichkeit. 


Das Hauptproblem der Topologie bildet das sogenannte Homöo- 
morphieproblem. — Um die Frage allgemein formulieren zu können, 
nehmen wir eine Menge von Elementen, für welche Konvergenzeigen- 
schaften im folgenden Sinne erklärt werden: 1. Zu jeder unendlichen 
Folge P,, P,, ::. von Elementen der Menge gibt es entweder ein 
Limeselement (gegen welches diese Folge konvergiert) oder keines. 
2. Wenn die Elemente der Folge sämtlich einander identisch sind, 
so hat sie einen Limes, und zwar dieses einzige Element. 3. Wenn 
eine Folge einen Limes hat, so hat auch jede unendliche Teilfolge 
einen Limes und zwar denselben wie die ursprüngliche Folge. — Auf 
diese Weise ist die Menge als ein Frechetscher L-Raum (classe L) 
erklärt. — Seien nun zwei solche, mit Konvergenzerklärungen ver- 
sehene Mengen gegeben. Eine topologische (d.h. eineindeutige und 
beiderseits stetige) Beziehung (oder Abbildung) wird durch eine Vor- 
schrift erklärt, die jedem Element der einen Menge ein und nur ein 
Element der anderen zuordnet und zwar so, daß, wenn die Elemente 
P,; P,, ... der einen Menge gegen ein Element P derselben konvergieren, 
auch die Folge der entsprechenden Elemente P,’, P,,... der anderen 
Menge konvergiert und ihr Limes das dem Element P entsprechende 


“ 
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Element P’ ist. Zwei Mengen, zwischen denen eine topologische Be- 
ziehung möglich ist, heißen homöomorph. Es handelt sich nun darum, 
notwendige und hinreichende Bedingungen dafür aufzustellen, daß zwei 
Mengen homöomorph sind. 

In dieser Allgemeinheit gibt es ziemlich geringe Ergebnisse, die 
das erwähnte Problem betreffen. Wir beschränken uns auf die Unter- 
suchung von Zahlenmannigfaltigkeiten. — Die Menge der reellen 
Zahlen entsteht aus der Menge der rationalen Zahlen durch Hinzu- 
fügung sämtlicher Folgen ineinander enthaltener Intervalle, die jede 
rationale Zahl auslassen. Außer den auf der Hand liegenden Kon- 
vergenzeigenschaften werden hier zugleich Abstände (d. h. Diffe- 
renzen) definiert. Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir als 
Gerade und übertragen auf sie unsere anschaulichen Ausdrucks- 
weisen. — Die Ebene und ebenso der n-dimensionale Raum wird als 
die Gesamtheit der reellen Zahlenpaare (x, y), bzw. der reellen Zahlen- 
komplexe (x%,, &g - - -, %,) erklärt. In diesen Räumen definieren wir 
Ber Nbsandevonszwersbunktenitz., zus und (x, , X, 82 2.0700) 
in üblicher Weise als V(x, — x)’ +... -+ (x, — x,)’ und bezeichnen 
diesen metrischen Raum als »-dimensionalen euklidischen Raum. Das 
Innere der n-dimensionalen Einheitskugel, das von den vom Koordi- 
natenanfangspunkt einen Abstand < 1 besitzenden Punkten gebildet 
wird, dient uns als Vorbild für die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten. 

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit erklären wir nun folgender- 
maßen. Sei eine Menge M von Elementen gegeben, für welche Um- 
gebungen definiert sind, im folgenden Sinne: 1. Jedem Element P 
von M werden gewisse, als Umgebungen von P zu bezeichnende Teil- 
mengen Up von M zugeordnet, die P enthalten. 2. Zu je zwei Um- 
gebungen Up und Vp von P gibt es eine Umgebung Wp von P, die 
in beiden enthalten ist. 3. Liegt ein Element O in Up, so gibt 
es eine Umgebung U, von Q, die Teilmenge von Up ist. 4. Für Je 
zwei verschiedene Elemente P und Q gibt es je eine Umgebung Up», 
U, ohne gemeinsames Element. — So ist M zunächst als ein topo- 
logischer Raum im Hausdorffschen Sinne erklärt. — Wir setzen weiter 
voraus, daß jede Umgebung auf das Innere der n-dimensionalen Ein- 
heitskugel topologisch abgebildet werden kann; die Konvergenz ist 
dabei natürlich schon durch die Umgebungsdefinition begründet: eine 


Folge P,, P,,... konvergiert dann und nur dann gegen P, wenn jede 
Umgebung Up von P sämtliche Elemente der Folge bis auf endlich 
viele enthält. — Ferner setzen wir voraus, daß es eine Folge U,,U,,... 


von Umgebungen gibt, die sämtliche Elemente der betrachteten Menge M 
enthalten. Endlich nehmen wir an, daß die Menge M zusammen- 
hängend ist, in dem Sinne, daß es unmöglich ist, die Menge M zu 
zerlegen in zwei fremde (d. h. keine gemeinsamen Elemente besitzende) 
Teilmengen ohne gemeinsame Grenzpunkte, die zusammen M er- 
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schöpfen. — Auf diese Weise wird die Menge M als eine n-dimen- 
sionale Zahlenmannigfaltigkeit, oder kurz: Mannigfaltigkeit definiert; 
ihre Elemente nennen wir Punkte. Wenn es eine endliche Anzahl 
von Umgebungen U,, U,,...., U, gibt, die sämtliche Elemente von M 
enthalten, so heißt die Mannigfaltigkeit M geschlossen, sonst offen. 

Das Homöomorphieproblem der Mannigfaltigkeiten ist schon viel 
zugänglicher. Ein erstes, grundlegendes Resultat ist der Brouwersche 
Satz von der Invarıanz der Dimensionenzahl, der aussagt, daß zwei Man- 
nigfaltigkeiten von verschiedener Dimensionenzahl nicht homöomorph 
sein können. — Es handelt sich nun darum, die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür anzugeben, daß zwei Mannigfaltig- 
keiten gleicher Dimensionenzahl einander homöomorph sind, m. a. W. 
ein vollständiges Invariantensystem für dieselben aufzustellen. Viele 
wertvolle Resultate von Poincare haben das Problem nur teilweise 
gelöst, indem er Invarianten, deren Übereinstimmung zur Homöo- 
morphie notwendig ist, angegeben hat. Es zeigte sich jedoch, daß 
dieselben zur Charakterisierung noch nicht hinreichen, indem zwei 
topologisch verschiedene (d. h. nicht homöomorphe) Mannigfaltigkeiten 
in den angegebenen Invarianten übereinstimmen können. — Für den 
Fall der zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten, die Flächen genannt 
werden, ist das Problem erledigt. 

Bevor wir näher auf das Wesen dieser Invarianten bzw. Lösungen 
eingehen, erwähnen wir die weiteren Grundprobleme der Topologie. 
Während bei den bisherigen Fragestellungen die Gebilde für sich 
selbst in Betracht kamen und also ihre absoluten Eigenschaften unter- 
sucht wurden, werden bei dieser zweiten Gruppe von Problemen die 
Gebilde als Teile von anderen, sie enthaltenden Gebilden betrachtet 
und so ihre relativen Eıigenschaften zu dem sie enthaltenden Gebilde 
untersucht. Als enthaltendes Gebilde nehmen wir eine n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit (insbesondere auch den n-dimensionalen Raum) und 
als die zu untersuchenden Teilgebilde zumeist in ihr gelegene m-di- 
mensionale Mannigfaltigkeiten, dann die Mengen, die aus denselben 
durch Hinzufügung ihrer Grenzpunkte (d. h. der Limespunkte ihrer 
konvergierenden Folgen) entstehen, ferner diejenigen Mengen, die aus 
den eben genannten erstens durch eine topologische Abbildung, 
zweitens durch eine (nur in einem Sinne) eindeutige stetige Abbildung. 
entstehen. — Ein grundlegender, allgemeiner Satz von Brouwer über 
die Gebietsinvarianz besagt, daß das topologische Bild eines in einer 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit liegenden Gebietes (d. h. einer zu- 
sammenhängenden Menge, die zu jedem Punkt eine n-dimensionalc 
Umgebung enthält) in einer »n-dimensionalen Mannigfaltigkeit wieder 
ein Gebiet ist. — Es handelt sich weiter um Probleme der folgenden Art: 
wenn M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, u, und u, zwei in ihr 
gelegene Mengen sind, die durch eine topologische Abbildung auf 


“ 
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einander bezogen sind, unter welchen Bedingungen läßt sich diese 
Beziehung zu einer topologischen Abbildung von M auf sich selbst, 
oder einer in M liegenden n-dimensionalen Umgebung von u, auf 
eine ebensolche Umgebung von u, erweitern; diese Fragestellung 
) wurde besonders von Antoine in den Vordergrund des Interesses 
gestellt und durch einige unerwartete Ergebnisse für die mehrdimen- 
sıionalen Fälle belebt. In mancher Hinsicht gehören auch die Zer- 
} legungssätze, so wie der Jordansche Kurvensatz und sein von Brouwer 
 bewiesenes Analogon für die mehrdimensionalen Räume, zu den Sätzen 
der eben genannten Art. — 
Weitere relative Eigenschaften ergeben sich aus der Betrachtung 
der Deformationen einer Menge in der sie enthaltenden Mannigfaltig- 
‚ keit. — Wir erklären eine Zopologische Deformation der Menge u, 
in M folgendermaßen: Jedem Punkt P von u, und jedem Wert? 
des Parameters (0 <t<1) wird ein bestimmter Punkt P,: die Lage 
des Punktes P im Zeitpunkt Z zugeordnet, so daß für jeden Zeit- 
‚ punkt # die Beziehung zwischen den Punkten P von u, und den 
Punkten P, eineindeutig und beiderseits stetig ist; ferner sei die Ab- 
hängigkeit des Punktes P, vom Parameter £ stetig in dem Sinne, daß 
den gegen i, konvergierenden Parameterwerten ?,,t,,... solche Lagen 
. von P entsprechen, die gegen den En Zeitpunkt 2, ent- 
sprechenden Punkt P, konvergieren. — Zwei Mengen u, und u,, die 
sich in M durch eine topologische Deformation nad überführen 
lassen, so daß also jedem Punkt P’von u, ein (und nur ein) Punkt P 
von u, entspricht, der sich bei 2=1 in P’ befindet, heißen zsotop 
in M. Je zwei isotope Mengen sind zugleich homöomorph, nicht 
aber umgekehrt. 

Eine stetige Deformation von u, in M wird analog erklärt, mit dem 
Unterschied, daß zwei ursprünglich verschiedene Punkte im Laufe der 
Zeit zusammenfallen können. Zwei Mengen, von denen sich die eine 
durch eine stetige Deformation in M in die andere überführen läßt, 
heißen homotop in M. 

Das /sotopieproblem, d. h. die Frage, wann zwei Mengen u, und 
4, in M isotop sind, hat besonders für den Fall Interesse, wo u, 
und «, in der Mannigfaltigkeit M liegende Mannigfaltigkeiten sind; 
über dieses Problem hat man jedoch sehr wenige Ergebnisse, selbst 
in den einfachsten Fällen. — Bei dem Homotopieproblem betrachtet 
man zumeist den Fall, daß «u, und u, eindeutige stetige Bilder von 
zwei Mannigfaltigkeiten u,’ und uw, sind und daß eine stetige De- 
formation von u, jedem Punkte von u,’ in jedem Zeitpunkt £ ein- 
deutig einen Punkt, aber auch einem einzigen Punkt von u,, der 
Bild von zwei verschiedenen Punkten von u,’ ist, in einem Zeitpunkt 
mehrere Punkte entsprechen läßt, so daß vielmehr eine stetige De- 
formation der Bildmenge von u,’ als der Menge u, selbst betrachtet 
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wird. — In der von uns dargestellten Topologie der Flächen komm. 
es insbesondere auf die Isotopie von einfachen geschlossenen Kurven 
(das sind topologische Bilder der Kreislinie) und auf die Homotop | 
von geschlossenen stetigen Kurven (das sind eindeutige stetige Bilde 
der Kreislinie) auf Flächen an. — 

Ein weiterer zur Theorie der relativen Eigenschaften gehöriger 
Begriff ist der der Homologie. Zur Entwicklung dieses und der an/ 
knüpfenden Begriffe erscheint die Anwendung einiger zur kombi-, 
natorischen Topologie gehörigen Methoden vorteilhaft, sogar fast un- 
vermeidlich. Zu diesem Zwecke nehmen wir eine simpliziale Zerlegung 
der Mannigfaltigkeit vor (es ist umständlich, aber im Grunde nicht schwer 
zu beweisen, daß jede Mannigfaltigkeit einer solchen simplizialen Zer- 
legung fähig ist). Wir erklären nach Brouwer eine in einer simpli- 
zialen Zerlegung vorliegende Mannigfaltigkeit folgendermaßen. Unter 
einem »n-dimensionalen Simplex mit den Eckpunkten (3, us, ARE en, 
=1,2,...,n, n+1), die nicht in einem n — k-dimensionalen 
(k > 0) Raum liegen sollen, verstehen wir die Menge derjenigen Punkte 
des „n-dimensionalen Raumes, deren Koordinaten sich durch die 
Formeln 


hatte the, (k=l2,...,n) 


darstellen lassen, wobei Z,,8,,...,2,;, hichtnegative reelle Größen 
mit der Summe 1 bedeuten. Diejenigen Punkte des Simplexes, für 
welche dieselben n — k+ 1 unter den Schwerpunktskoordinaten 2, 
verschwinden, bilden je ein %-dimensionales Simplex, welches als eine 
k-dimensionale Seite des n-dimensionalen Simplexes bezeichnet wird; 
die nicht zu den Seiten gehörigen Punkte des Simplexes heißen seine 
inneren Punkte. — Unter einem Simplexstern des n-dimensionalen 
Raumes verstehen wir eine endliche Menge von nicht in das Innere 
voneinander eindringenden, einen Punkt O als Eckpunkt besitzenden 
Simplexen, die sämtliche in einer Umgebung von O liegenden Punkte 
des Raumes enthalten und von denen je zwei eine k-dimensionale Seite 
(O<k<n-— 1), sonst aber keinen Punkt gemeinsam haben. — Unter 
einem n-dimensionalen Element E verstehen wir das topologische Bild 
eines n-dimensionalen Simplexes S; als Eckpunkte bzw. k-dimensionale 
Seiten des Elementes E werden die Bilder der Eckpunkte bzw. der 
k-dimensionalen Seiten von S bezeichnet. — Wir bilden nun aus 
n-dimensionalen Elementen eine solche zusammenhängende Menge M, 
daß je zwei dieser Elemente entweder keinen gemeinsamen Punkt be- 
sitzen oder eine k-dimensionale Seite (und dann zugleich alle in ihr 
liegenden Seiten geringerer Dimensionenzahl) gemeinsam haben, sonst 
aber keinen weiteren gemeinsamen Punkt besitzen, während in jedem 
Eckpunkt die daselbst zusammenstoßenden Elemente sich wie die 
Simplexe eines Simplexsternes des n-dimensionalen Raumes anein- 
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anderschließen. — Auf diese Weise ist eine in einer simplizialen 
Zerlegung vorliegende n-dimensionale Mannigfaltigkeit erklärt. 


Die Mannigfaltigkeit ist geschlossen bzw. offen, je nachdem sie 
aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Elementen zusammen- 
gesetzt ist. Eine geschlossene Mannigfaltigkeit bildet eine kompakte 
Punktmenge, d. h. jede unendliche Folge von Punkten der Mannig- 
faltigkeit hat mindestens einen Grenzpunkt (gegen welchen eine Teil- 
folge derselben konvergiert); eine offene Mannigfaltigkeit bildet eine 
nicht-kompakte Punktmenge. 


Unter einer Unterteilung der gegebenen simplizialen Zerlegung £ 
verstehen wir eine solche simpliziale Zerlegung {” der Mannigfaltig- 
keit, bei welcher jeder innere Punkt eines Elementes von £’ auch 
innerer Punkt eines Elementes von £ ist. Eine interne Transformation 
besteht im Übergang von einer simplizialen Zerlegung £, zu einer 
solchen /,, die beide eine gemeinsame Unterteilung /’ haben; ferner 


in einer endlichen Anzahl von Wiederholungen desselben Schrittes. 


Als Indikatrix eines Elementes bezeichnen wir eine gewisse 
Reihenfolge seiner Eckpunkte, wobei solche Reihenfolgen, die durch 
eine gerade Anzahl von Vertauschungen zweier Eckpunkte auseinander 
hervorgehen, als äquivalent betrachtet werden. Somit sind nur zwei 
Indikatrizes des Elementes möglich, von denen wir eine als die positive, 
die andere als die negative bezeichnen. Durch die Wahl der positiven 
Indikatrix des Elementes ist die positive Indikatrix jedes in dem- 
selben enthaltenen Elementes bestimmt. 


Wir betrachten eine geschlossene Kette von verschiedenen Ele- 
menten der »n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M,, bei der je zwei 
aufeinanderfolgende Elemente n Eckpunkte gemeinsam haben, und 
nehmen für eines dieser Elemente eine positive Indikatrix an. Mittels 
dieser bestimmen wir die negative Indikatrix des folgenden Elementes, 
indem wir den für dieses Element neu auftretenden Eckpunkt an die 
Stelle des für ihn in Fortfall gekommenen setzen. Auf diese Weise 
fortfahrend bestimmen wir für jedes Element der Folge eine positive 
Indikatrix und bekommen schließlich zum Anfangselement zurück- 
kehrend für dieses eine neue positive Indikatrx. Wenn für jede 
geschlossene Kette diese neue Indikatrix mit derjenigen, von der 
wir ausgegangen sind, identisch ist, heißt die Mannigfaltigkeit orien- 
tierbar, im entgegengesetzten Fall nichtorientierbar. Wenn eine Man- 
nigfaltigkeit in einer gewissen simplizialen Zerlegung orientierbar 
ist, so ist sie orientierbar auch in jeder anderen simplizialen Zer- 
legung. Die Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit ist somit eine 
topologische Invariante der Mannigfaltigkeit in dem ‚Sinne, daß zwei 
homöomorphe Mannigfaltigkeiten entweder beide orientierbar oder 
beide nichtorientierbar sind. — 
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In den nunmehr zu besprechenden kombinatorischen Betrachtungen 
behandeln wir geschlossene Mannigfaltigkeiten, die also aus einer end- 


lichen Anzahl von Elementen bestehen, ferner aus einer ebenfalls | 
endlichen Anzahl von Elementen zusammengesetzte Gebilde, die wir 
als berandete Mannigfaltigkeiten bezeichnen und folgendermaßen erklären. 


Wir bilden aus „n-dimensionalen Elementen eine solche zusammen- 
hängende Menge M,, daß je zwei dieser Elemente entweder keinen 
gemeinsamen Punkt besitzen oder eine k-dimensionale Seite (und dann 
zugleich alle in ihr liegenden Seiten geringerer Dimensionenzahl) gemein- 
sam haben, sonst aber keinen weiteren gemeinsamen Punkt besitzen; 
diejenigen n — 1-dimensionalen Elemente, die nur zu je einem n-dimen- 
sıonalen Element gehören, sollen einander nicht treffende geschlossene 
n — 1:dimensionale Mannigfaltigkeiten bilden, die wir als Ränder von 
M,„ bezeichnen; in jedem nicht auf den Rändern liegenden Eckpunkt 
sollen sich die daselbst zusammenstoßenden Elemente wie die Sim- 
plexe eines Simplexsternes des n-dimensionalen Raumes aneinander 
schließen. Die simplizial zerlegten berandeten und geschlossenen Mannig- 
faltigkeiten nennen wir Polyedralmannigfaltigkeiten. 

Sei M„ eine n-dimensionale und u, eine k-dimensionale (k < n) 
Polyedralmannigfaltigkeit. Wir bilden u, auf eine Teilmenge u, von M,, 
eindeutig und stetig ab, so daß jedem /-dimensionalen (2 < k) Element 
von u, ein und nur ein /-dimensionales Element (der gegebenen Zer- 
legung) von M, entspricht; dabei kann mehreren Elementen von wu, 
dasselbe Element von w, entsprechen; wir bezeichnen u, als eine 
in M,„ mit Singularıtäten liegende Mannigfaltigkeit. 


dımensionalen ‚Mannigfaltigkeit M, mit oder ohne Singularitäten liegen- 
den Bilder, von denen keine zwei ein k--1- oder k-dimensionales 
Element gemeinsam haben. Wenn e, ein k-dimensionales, mit einer 
positiven Indikatrıx versehenes Element bedeutet und jeder Mannig- 
faltigkeit De eine positive Indikatrix erteilt wırd, so sagen wir, daß e, 


20) vorkommt, wenn &-+- (> 0) k-dimensionale Elemente der Be- 
randungen von RE en LO mit Erhaltung der Indikatrix, 
und (> 0) solche Elemente mit Umkehrung der Indikatrix auf e&, 
abgebildet werden. 


d) 0) d DEE 
Seien nun Mk » Mk ,-.., my geschlossene orientierbare k-dimensio- 


nale Mannigfaltigkeiten in M, (mit oder ohne Singularitäten); jeder 


derselben erteilen wir eine positive Indikatrix. Wenn die Berandung von 


(1 2 ( 2 (1 2 (t 
ran Ni, Dir: Mn) sich aus den Elementen von m; mis... My 
zusammensetzt und dabei jedes k-dimensionale Element von my in 
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1 2 
der Berandung von A) y‚"mal vorkommt, sagen 
wir, daß die bzw. »,,»,,...,»,mal mit der gegebenen Indikatrix 


: ltiekei (1) (2) (2) . 
genommenen Mannigfaltigkeiten m; ‚mx ,..-, m; zusammen einen 


Teil von M,„ (nämlich ne == a: 4 ...4+ u) Ka oder daß 
me Rs at, mi Im0O 


homolog 0 ıst. Die Maximalzahl der ın ie zusammen nicht beranden- 
den orientierbaren k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten (jede von ihnen 
mit der richtigen Multiplizität gezählt) bezeichnen wir mit P, — 1 und 
nennen P, die k-dimensionale Zusammenhangszahl (oder die k-te 
Bettische Zahl) der Mannigfaltigkeit M,. 


a mi (2) 
ENSH V, u u v, Mk 


nicht homolog 0 ii so heißt die kleinste ganze Zahl BL 1) für die 
Ör, me + Öv,- me 4... ör- 


homolog O0 ist, eine k-dimensionale Torsionszahl der Mannigfaltigkeit 
M,„- — Wenn man jedem k- bzw. k +-1-dimensionalen Element & 
bzw. Ä von M„ je eine positive Indikatrix zuweist und dann in einer 
‚Matrix an die j-te Stelle der :-ten Zeile die Zahl O0 bzw. + 1 bzw. — 1 
setzt, je nachdem & nicht zur Berandung von ea gehört bzw. zu 
deren Berandung gehört und ihre Indikatrizes übereinstimmen bzw. 
verschieden sind, so sind die k-dimensionalen Torsionszahlen die Ele- 
mentarteiler dieser Matrix (welche man als die von 0, +1, —1 ver- 
schiedenen Elemente der auf die Normalform reduzierten, d.h. außer- 
halb der Hauptdiagonale nur Elemente O enthaltenden Matrix bekommt). 

Die obigen Invarianten, nämlich die Zusammenhangs- und Tor- 
sionszahlen wurden von Poincare eingeführt, der auch ihre grund- 
legenden Eigenschaften untersucht hat. Er zeigte ferner, daß die- 
selben zur Charakterisierung der Mannigfaltigkeiten in Hinsicht auf 
ihre Homöomorphie nicht hinreichen. 

Wie es scheint, sind die Zusammenhangs- und Torsionszahlen im 
wesentlichen die einzigen Invarianten, die aus dem Begriff der Homo- 
logie entstehen. Eine weitere, viel wichtigere Invariante, die eben- 
falls von Poincare eingeführte Fundamentalgruppe entsteht aus Be- 
trachtungen über Homotopie von Kurven. Wir betrachten die ge- 
richteten (d. h. mit einem Umlaufssinn versehenen) geschlossenen 
stetigen Kurven in der Mannigfaltigkeit M, die durch einen Punkt O 
von M gehen; zwei solche Kurven y,: PA), O<A<1,P()=P(1)=O 
und 9: OA),O<SA<1,0(0)=0(1)=O heißen homotop in M, 
wenn y, durch eine stetige Deformation in M in die Kurve y, über- 
geht, wobei der Anfangs- und Endpunkt ungeändert bleiben; sei also 
zu jedem Parameterwert 4 der Kurve y, und zu jedem Wert £ des Zeit- 
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parameters eindeutig ein Punkt P (A, £) zugeordnet, der von A und i stetig 
abhängt; für den Zeitpunkt {=1 sei die Kurve P(A, t) (0<A<<1) mit 
der gerichteten Kurve y, identisch und für jedes £ sei P (0, )=P 
(4, 2)= 0. Eine Kurve y heißt homotop 0, wenn sie durch eine stetige 
Deformation in M in einen einzigen Punkt übergeführt werden kann. — 
Wenn y, und y, zwei von O0 ausgehende und dahin zurückkehrende 
gerichtete stetige Kurven sind, so erklären wir die aus y, und y, ge- 
bildete Zusammensetzung y, y, als diejenige gerichtete stetige Kurve, die 
entsteht, indem man zuerst die Kurve y, in dem angegebenen Sinne 
von O bis zum selben Punkt zurück und dann die Kurve y, im an- 
gegebenen Sinne umläuft. Die mit dem entgegengesetzten Umlaufs- 
sinn versehene Kurve y bezeichnen wir mit y”1; alsdann besteht die 
Homotopie yyireyiyred. | 

Die durch O gehenden gerichteten Kurven y- führen zu einer 
Gruppe G von Operationen; jeder Kurve y entspricht eine Operation c; 
der Zusammensetzung y, y, von y, und y, entspricht das Produkt 
c, c, der entsprechenden Operationen c, und c,; jeder Kurve y, die 
homotop O ist, entspricht die Identität von G und also entspricht 
zwei Kurven y, und y, dann und nur dann dieselbe Operation von 
G, wenn sie homotop sind. Die Gruppe G heißt Fundamentalgruppe 
der Mannigfaltigkeit M. Sie ist offenbar unabhängig vom speziell 
gewählten Punkt O0. Ferner ist sie eine topologische Invariante der 
Mannigfaltigkeit in dem Sinne, daß die zu zwei homöomorphen 
Mannigfaltigkeiten gehörigen Fundamentalgruppen holoedrisch iso- 
morph sind. — Die Umkehrung davon besteht, selbst wenn beide 
Mannigfaltigkeiten geschlossen sind, nicht mehr, wie Alexander an 
einem Beispiel gezeigt hat: es gibt zwei topologisch verschiedene ge- 
schlossene Mannigfaltigkeiten mit derselben Fundamentalgruppe. 

Das Innere einer dreidimensionalen Kugel und ebenso die Ober- 
fläche einer vierdimensionalen Kugel sind dreidimensionale (offene bzw. 
geschlossene) Mannigfaltigkeiten mit nur aus der Identität bestehen- 
den Fundamentalgruppe. Eine Vermutung von Poincare besagt die 
Umkehrung davon: jede geschlossene dreidimensionale Mannigfaltig- 
keit mit der Identität als Fundamentalgruppe ist der vierdimensionalen 
Kugeloberfläche homöomorph. — Unter der Annamhe, daß diese Be- 
hauptung zutrifft, gab neuestens HM. Kneser einige Beispiele von ein- 
fachen Gruppenkonstitutionen die als Fundamentalgruppen die zu- 
gehörigen (geschlossenen) dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten charak- 
terisieren. Unter den weiteren sich an den Begriff der Fundamental- 
gruppe anschließenden Untersuchungen seien noch insbesondere die 
von Dehn und J. Nielsen über die Abbildungstypen geschlossener 
Flächen genannt. 

Vielleicht sind die folgenden Ansätze geeignet uns der Lösung 
des Homöomorphieproblems näher zu bringen. Ich denke an die 
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Betrachtung von Öperationsklassen, denen die mehrdimensionalen 
Homotopien zugrunde liegen, ähnlich wie die Homotopien von ein: 
dimensionalen Gebilden (nämlich von geschlossenen stetigen Kurven) 
der Fundamentalgruppe; dies werde ich hier für den einfachsten Fall 
erläutern. — Unter einem Ring o in der Mannigfaltigkeit M verstehen 
wir ein in M liegendes eindeutiges stetiges Bild o der mit einer 
positiven Indikatrix versehenen Torusflächke. Wenn man auf der 
Torusfläche eine nicht auf einen Punkt auf der Fläche zusammenzieh- 
bare, gerichtete, einfache geschlossene Kurve, etwa den Meridian 
e=0,0 <y<2nr annimmt und seine Ufer als positiv bzw. negativ 
bezeichnet (was auf Grund der Indikatrix des Torus und des Um- 
laufssinnes der Kurve eindeutig festgesetzt ist), so entspricht derselben 
eine gerichtete geschlossene stetige Kurve y auf 0. Den Ring o, 
auf dem diese Kurve y angegeben ist, bezeichnen wir als einen 
signierten Ring o, und y als seine Signatur. Seien nun o, und o, 
zwei zur selben Signatur y gehörige signierte Ringe; ihre Kompo- 
sition 0,0, wird erklärt als derjenige signierte Ring, der entsteht, 
indem man das positive Ufer y" von y auf o, mit dem negativen 
Ufer y” von y auf o, vereinigt und umgekehrt, und als Signatur 
des so entstehenden Ringes die den vereinigten Ufern y* von 
o, und y” von og, entsprechende geschlossene stetige Kurve be- 
trachtet. Der Inverse des signierten Ringes o, ist derjenige mit der- 
selben gerichteten Kurve y signierte Ring o-!, der aus o, durch 
Umkehrung der Indikatrix von o (d.h. derjenigen der repräsentieren- 
den Torusfläche) entsteht. — Wenn nun o, und 0, zwei signierte 
Ringe sind, deren Signaturen (das sind die gerichteten Kurven y und 
y') homotop sind, deformieren wir y’ in y und gleichzeitig o/, ın 
einen Ring 0,’ vermöge einer stetigen Deformation in der Mannig- 
faltigkeit M. — Zwei signierte Ringe o, und o,, die durch eine 
stetige Deformation in M ineinander übergeführt werden können, so 
daß ihre kongruenten Punkte (die nämlich demselben Punkt der re- 
präsentierenden Torusfläche entsprechen) zusammenfallen, betrachten 
wir als äquivalent. | 

Jedem Element c der Fundamentalgruppe G von M entspricht eine 
und bis auf Homotopie nur eine gerichtete geschlossene stetige Kurve y; 
dieser Kurve y entspricht eine Gesamtheit von mit y signierten Ringen o,, 
die zusammen eine abstrakte Gruppe definieren. Der Identität dieser 
Gruppe entsprechen diejenigen signierten Ringe o,, die inM auf eine 
Kurve zusammenziehbar sind, und nur diese; so entspricht dem Pro- 
dukt irgendeines Elementes o, mit seinem Inversen die Identität: 

e,0,"=0o,'e,=1- 

Die aufgezählten Begriffe sind offenbar topologische Invarianten 
der Mannigfaltigkeit. So sind zur Homöomorphie von zwei Mannig- 
faltigkeiten M und M’ die folgenden Bedingungen notwendig: 
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1. Jedem Element y der Fundamentalgruppe von M entspricht 
ein und nur ein Element y’ der Fundamentalgruppe von M’ und um- 
gekehrt, von der Art, daß dem Produkt y,y, von zwei beliebigen Ele- 
menten y, und y, das analoge Produkt y,’y,’ der ihnen entsprechen- 
den Elemente entspricht. 

2. Jedem signierten Ring o, ın M entspricht ein und bis auf 
Äquivalenz nur ein signierter Ring go,’ in M’ und umgekehrt, so daß 
ihre Signaturen y und y’ laut der Beziehung der Fundamentalgruppen 
einander entsprechen. | 

3. Der Komposition 0,0, von zwei zur selben Signatur y ge- 
hörigen signierten Ringen o, und og, in M entspricht das Produkt 
0,’o, der den signierten Ringen 0,,o, beziehungsweise entsprechen- 
den signierten Ringe o’,, 0’, in M”. 

4. Einem signierten Ring o, in M, der in M auf eine gerichtete 
geschlossene stetige Kurve x zusammenziehbar ist, entspricht ein 
Ring 0, in M’, die auf eine der Kurve x laut 1. entsprechende ge- 
schlossene stetige Kurve x’ in M’ zusammenziehbar ist. 

Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, sagen wir, daß die zwer- 
dimensionalen Operationsklassen der Mamnigfaltigkeiten M und M’ 
äquivalent sind. 

Die erste Aufgabe wäre nun die mannigfachen Beziehungen, die 
zwischen der Fundamentalgruppe und der zweidimensionalen Ope- 
ratıonsklasse bestehen, näher zu untersuchen und insbesondere ent- 
scheiden, ob zwei geschlossene Mannigfaltigkeiten mit derselben Funda- 
mentalgruppe noch verschiedene Operationsklassen haben können. 
Auch wenn dies der Fall wäre, reicht die Übereinstimmung der Ope- 
rationsklassen nicht zur Homöomorphie von zwei dreidimensionalen ge- 
schlossenen Mannigfaltigkeiten hin, wie das Alexandersche Beispiel zeigt. 

Die oben dargestellten Grundprobleme der Topologie betreffen 
nur einen ersten Schritt zur Entwicklung dieser Wissenschaft, deren 
Bedeutung viel weiter trägt. Zum weiteren Ausbau sind bereits einige 
Resultate vorhanden; vor allem denke ich an die Brouwerschen Unter- 
suchungen über Abbildungen von Mannigfaltigkeiten und über stetige 
Vektorfelder. 

An einem Beispiel möchte ich noch erläutern, wie vielerlei noch 
von der Topologie zu erwarten ist. Betrachten wir die Abbildungen 
von Flächen. Das gelöste Problem der Homöomorphie gibt eine 
erste, primitive Übersicht derselben. Der Einfachheit halber nehmen 
wir die Abbildungen von Flächen auf sich selbst. Wie man bei kon- 
formen Abbildungen von Flächen über die Natur derselben mehr und 
mehr ins klare kommt, so muß dies auch bei den nur als stetig 
vorausgesetzten Abbildungen erstrebt werden. Die Existenz von Fix- 
punkten bei solchen Abbildungen und Sätze über Deformationen sind 
zwar beim heutigen Stand der Topologie oft nur schwierig zu er- 


Einleitung. 15 


reichende und gerade deshalb wertvolle Ergebnisse; bei der weiteren 
Entwicklung muß man jedoch über die Natur der Abbildungen ge- 
nauere Übersicht haben. Aus dem Verhalten der iterierten Bilder eines 
Punktes kann man in den Gesamtverlauf der Abbildung Einsicht ge 
winnen, ähnlich wie bei dem (allerdings unvergleichbar leichteren) ge- 
lösten Problem über die möglichen Abbildungen der Linie auf sich. 

Brouwer stellte die Aufgabe, die konformen Abbildungen topo- 
logisch zu charakterisieren. Zur Betrachtung des Problems liegen 
bereits einige, jedenfalls schwer zu handhabende Hilfsmittel vor: die 
Betrachtung der iterierten Bilder und die gruppentheoretische Behand- 
lung. Die Lösung des Problems würde bedeuten, daß die Theorie 
der analytischen Funktionen ohne metrische Begriffe aufzubauen ist 
und also nur von Stetigkeitseigenschaften abhängt. Diese heute viel- 
leicht noch etwas paradox klingende Behauptung findet ihre Rechtfer- 
tigung durch den Hinweis auf das analoge Vorkommnis in der pro- 
jektiven Geometrie. — 

Diese Fortschritte würden sowohl prinzipiell wie auch praktisch 
der Gesamtmathematik wichtige Dienste leisten. Man denke zum 
Beispiel an die Betrachtungen von Poincare und Birkhoff über das 
beschränkte Dreikörperproblem; ein gewisser Fixpunktsatz wird hier 
verwertet, aus der Existenz eines Fixpunktes schließt man auf das 
Vorhandensein einer periodischen Bahnkurve. Würde man die Natur 
der Abbildungen von Flächen auf sich genau kennen, so hätte man 
auch eine Übersicht über den Gesamtverlauf aller Lösungen des Pro- 
blems, welches mit den Methoden der klassischen Analysıs — wie 
Poincare gezeigt hat — nicht angreifbar ist. 

Viele andere Beispiele könnten noch das Gesagte unterstützen, 
auch wenn man von den Fragen absieht, die eigentlich von topo- 
logischer Natur, aber auch durch andere Theorien zu lösen sind und 
die insbesondere in der Funktionentheorie und in der Theorie der 
Differentialgleichungen!) zahlreich vorkommen, und nur die Probleme 
betrachtet, deren Lösung gegenwärtig ohne die Topologie unmöglich 
erscheint. 

Ich will noch kurz über die Anlage meiner Darstellung berichten. 
Der vorliegende erste Band ist der Topologie der Flächen gewidmet. 
Die drei ersten Abschnitte behandeln die Topologie der Ebene, die 
zwei darauf folgenden die allgemeine Topologie der Flächen, die zwei 
letzten enthalten speziellere Untersuchungen über Flächentopologie. 


1) Unter den vielen Sätzen ähnlicher Natur seien hier etwa folgende er- 
wähnt: die Ordnung einer elliptischen Funktion ist mindestens gleich 2; eine 
rationale Transformation einer algebraischen Kurve vom Geschlecht >1 auf 
eine Kurve gleichen Geschlechtes ist notwendig birational; innerhalb einer 
geschlossenen Integralkurve einer Differentialgleichung erster Ordnung gibt 
es wenigstens einen singulären Punkt; usw. 
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Der erste Abschnitt entwickelt die punktmengentheoretischen 
Grundlagen, hat einen vorbereitenden Charakter und bringt unter 
den vielen vorhandenen Sätzen ähnlicher Natur nur diejenigen, die 
für die späteren Betrachtungen von Nutzen sind. — In $1 werden 
einige Hilfssätze aus der elementaren Geometrie der Ebene erbracht, 
wie z. B. der Satz, daß ein einfaches Polygon die Ebene in zwei 
Teile zerlegt. 8$ 2 und 3 geben die Grundbegriffe über Punktmengen 
und Abbildungen wieder, nebst einigen Hilfssätzen. In $ 4 werden 
die abzählbaren, in sich dichten Mengen behandelt. $ 5 entwickelt 
die Brouwerschen Resultate über die Struktur der abgeschlossenen 
Mengen; die in diesem und im folgenden Paragraphen ($ 6) über 
approximierende Polygonfolgen aufgestellten Betrachtungene bilden 
die Grundlagen für die Untersuchungen über ebene Gebiete (III $ 4) 
und über offene Flächen (V $ 1). $ 7 gibt einen ersten Schritt 
zur Lösung des Homöomorphieproblems in bezug auf nirgends zu- 
sammenhängende abgeschlossene Mengen; Zweck der daselbst dar- 
gestellten Betrachtungen ist nur festzustellen, daß topologisch ver- 
schiedene Mengen der genannten Art in der Mächtigkeit des Kon- 
tinuums vorhanden sind, was sodann das analoge Ergebnis für Gebiete 
(III $4) und für offene Flächen (V $1) ergibt. An anderer Stelle werde 
ich auseinandersetzen, wie die Lösung des genannten Homöomorphie- 
problems auf die Theorie der transfiniten Zahlen zurückzuführen ist. 

Der zweite Abschnitt betrachtet die Kurven in der Ebene. In 
$ 1 wird der für unsere Darstellung besonders grundlegende Jordansche 
Kurvensatz nebst den von Schoenflies herrührenden Erweiterungen und 
einigen Sätzen über Kurvenbögen bewiesen. In $2 wird der aus der 
Funktionentheorie bekannte Satz erbracht, laut dessen sich das Innere 
einer einfachen geschlossenen Kurve nebst dem Rand auf eine ab- 
geschlossene Kreisscheibe topologisch abgebildet werden kann; dieser 
Satz ist für die ganze spätere Entwicklung sehr nützlich. In $ 3 
werden die Invarianz der Dimensionenzahl und die Gebietsinvarlanz 
für den zweidimensionalen Fall aus dem Jordanschen Kurvensatz her- 
geleitet. In $4 wird die Schoenfliessche Umkehrung des Jordanschen 
Kurvensatzes erbracht. In $ 5 werden einige Hilfssätze über Kurven 
und Kurvenbögen besprochen. Schließlich werden die geschlossenen 
Kurven ($ 6) und die stetigen Kurven ($ 7) behandelt. 

Im dritten Abschnitt findet man zuerst die verschiedenen gebräuch- 
lichen Erklärungen für einfach zusammenhängende Gebiete ($ 1); in 
$S 2 werden Caratheodorys Resultate über die Struktur des Randes 
eines einfach zusammenhängenden Gebietes dargestellt; in $$ 3 und 4 
werden die endlich bzw. unendlich vielfach zusammenhängenden Ge: 
biete in Hinsicht auf ihre Homöomorphie, in $5 die in einem Gebiet 
liegenden geschlossenen stetigen Kurven nach ihrer Homotopie hin 
untersucht. In $ 6 befindet sich der Brouwersche Beweis für den 
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Schoenfliesschen Satz von der Invarianz der geschlossenen Kurve (dieser 
eigentlich zum Inhalt des zweiten Abschnittes gehörige Satz wird mit 
Hilfe einiger ın III $ 5 angestellten Betrachtungen und deshalb erst 
hier bewiesen). 

Im vierten Abschnitt wird die Topologie der Polyederflächen (die 
aus einer endlichen Anzahl von Dreiecken zusammengesetzt sind) ent- 
wickelt. In $ 1 findet man die Erklärung der Fläche, in $ 2 den 
Begriff der Örientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit. In $3 werden 
die gewöhnlichen Invarianten, nämlich Geschlecht, Zusammenhangszahl, 
Charakteristik betrachtet; zugleich wird der Hauptsatz der Flächen- 
topologie bewiesen, laut dessen die Übereinstimmung von Konturen- 
zahl, Geschlecht und Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit die 
notwendige und hinreichende Bedingung für die Homöomorphie von 
zwei Polyederflächen ist; bei seinem Beweise sind die schlichtartigen 
Flächen (die durch jeden Rückkehrschnitt zerlegt werden) ausgezeichnet. 
$ 4 stellt die bekannten Normalformen für Polyederflächen dar. In 
$5 werden die aus der Theorie der algebraischen Funktionen be- 
kannten endlichvielblättrigen Überlagerungsflächen betrachtet. 

Der fünfte Abschnitt enthält die Theorie der offenen Flächen. 
In $ 1 wird der Hauptsatz der Flächentopologie für dieselben er- 
bracht. In $ 2 werden die in der Funktionentheorie vorkommenden 
offenen Überlagerungsflächen betrachtet. 

Die in den ersten fünf Abschnitten angewandten Methoden erschie- 
nen mir in ihrer Anordnung zweckmäßig und einfach; ıch will aber 
nicht bestreiten, daß oft eine persönliche Auffassung bei ihrer Auswahl 
und Zusammenstellung zur Geltung gekommen ist. 

Die beiden letzten Abschnitte enthalten einige Untersuchungen 
über Abbildungen von Flächen und über Kurvenscharen auf Flächen. 
Im sechsten Abschnitt werden einige Resultate über Deformationen von 
Flächen ($ 1), über Fixpunktsätze bei Abbildungen ‚von Flächen auf 
sich ($$ 2, 3, 4, 5), über periodische Abbildungen ($ 6), und über nicht 
umkehrbar eindeutige Abbildungen ($ 7) dargestellt. Eine zum Inhalt 
dieses Abschnittes gehörige Darstellung der grundlegend wichtigen 
Untersuchungen von Hilbert und von Brouwer über endliche konti- 
nuierliche Gruppen wurde aus methodischen Gründen für den zweiten 
Band zurückgestellt. — Im siebenten Abschnitt werden Scharen von ge- 
schlossenen ($ 1) und von offenen Kurven ($ 2) auf Flächen unter- 
sucht, in Hinsicht auf ihre Regularität bzw. die Natur der singulären 
Punkte und überhaupt nach ihrer Struktur hin. — Die in diesen beiden 
Abschnitten dargestellten Resultate haben in anderen Gebieten der 
Mathematik Anwendungen, können aber auch für sich einiges Interesse 
beanspruchen. | 

Einige Bemerkungen möchte ich noch über die Art der Dar- 
stellung machen. Die Betrachtungen sind nicht überall bis zu den 
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letzten Einzelheiten ausgeführt, wenn sie nämlich von ganz leichter 
Natur sind oder aber bereits vorher vorgekommen sind. An Vor- 
kenntnissen wird ziemlich wenig vorausgesetzt, sachlich eigentlich nichts, 
und im allgemeinen nur Geläufigkeit in den abstrakten Begriffsbil- 
dungen. — Die Grundbegriffe der Mengenlehre müssen dem Leser 
einigermaßen bekannt sein, dann wird er den Betrachtungen leicht 
folgen können. — Von den transfiniten Zahlen mache ich ziemlich 
selten Gebrauch und habe deshalb ihre Theorie nicht ın die Darstellung 
einbezogen. Unter den Mächtigkeiten kommen bei uns nur die der 
abzählbaren Mengen (die sich mit den natürlichen Zahlen in eine ein- 
eindeutige Beziehung bringen lassen) und die Mächtigkeit des Kontinu- 
ums (d.h. die der Mengen, die sich mit der Menge der reellen Zahlen 
in eine eineindeutige Beziehung bringen lassen) in Betracht; dazu noch 
der Satz, daß diese beiden Mächtigkeiten voneinander verschieden 
sind, m.a. W., daß die Menge der reellen Zahlen nicht abzählbar 
ist!). — Von den transfiniten Ordnungszahlen kommen die zu den 
abzahlbaren Mengen gehörigen vor. Man betrachte abzählbare Mengen 
ın einer solchen Anordnung ?), bei welcher jede aus der Menge heraus- 
gegriffene Teilmenge ein erstes Element besitzt (solche Mengen heißen 
wohlgeordnet). Zuerst kommt also die Art einer gewöhnlichen Folge 


1; 2, >, erlebe 5 
dann fügen wir ein nächstfolgendes Element ® und als darauf fol- 
gende Elemente +1, +2, ... hinzu; dann ferner als nächst- 
folgende Elemente 2, 2 +1, 2®-+2,.... Nach allen Elementen 


der Form ko -+-1 (k, = endlich) folgt das Element ®®? usw. Es soll 
also nach jedem Element « ein darauf folgendes Element @« +1, und 
zu jeder Folge REN ein nächstfolgendes Element « = lım d, 
geben. Die Elemente «, deren jedes den Ordnungstypus des vor ıhm 
stehenden Segmentes der Folge bezeichnen soll, heißen Ordnungszahlen. 
(Die kleinste nichtabzählbare Ordnungszahl 2 wird einmal (I $ 7) aus 
formalen Gründen bloß als Bezeichnung angewendet.) 


1) Poincar& hat den im wesentlichen von Cantor herrührenden Beweis in 
der folgenden einfachen Form dargestellt. Wäre &,,2,,... eine Folge, die 
sämtliche Zahlen x des Intervalls O0<x<1 enthält, so zerlegen wir das Inter- 
vall (01) in drei gleiche Teile, und nehmen einen solchen unter denen (mit den 
Endpunkten zusammen), der x, nicht enthält; dieses Intervall z, zerlegen wir 
wieder in drei Teile, nehmen das Element x«, mit kleinstem Index «,, das in 
i, fällt, und ein solches :, unter den drei Teilintervallen von z,, das x«, nicht 
enthält. Auf diese Weise fortfahrend, erhalten wir eine Folge ineinander ent- 


haltener Intervalle z,,:,,..., von denen 2, keinen der Funkterz ar, 
Ta, (@% > k) enthält; der gemeinsame Punkt dieser Intervallfolge kann also mit 
keinem der Punkte &,, %,, -.. identisch sein. 


?) Eine (lineare) Anordnung einer Menge ist eine Vorschrift, die für je 
zwei Elemente A und B der Menge eine und nur eine der beiden Beziehungen 
A<B und B<A festsetzt, und die die transitive Eigenschaft besitzt, in dem 
Sinne, daß immer aus A<B und B<C auch A<C folgt. 


Einleitung. 19 


Außer diesen, die allgemeine Mengenlehre betreffenden Begriffen 
müssen auch die in der Analysis immer vorkommenden Begriffe der 
elementaren Punktmengenlehre, wie Grenzpunkt u. a. m., dem Leser 
geläufig sein. 

Die Bedeutung der verschiedenen Resultate für die Gesamtmathe- 
matik kann erst denjenigen Lesern recht klar werden, die eine Orien- 
tierung über die verschiedenen Gebiete der Mathematik haben und die 
Beziehungen und Analogien, die von uns öfters insbesondere zur Funk- 
tionentheorie und zur Theorie der Differentialgleichungen angedeutet 
wurden, außerdem aber noch zu vielen anderen Gebieten (unter anderen 
auch zur Zahlentheorie) bestehen, mit ihren darauf beziehenden Kennt- 
nissen in Harmonie bringen können. — Auf diese Zusammenhänge 
einzugehen lag in der Tat außerhalb des Rahmens der vorliegenden 
Darstellung; vielleicht wird sich noch Gelegenheit dazu geben, sıe 
weiter zu verfolgen. 

Der zweite Band soll sich folgendermaßen gliedern. In einem 
Abschnitt werden die von Brouwer herrührenden Fundamentalsätze 
über Invarianz der Dimensionenzahl, Gebietsinvarıanz, Abbildungen 
von Mannigfaltigkeiten und über den Jordanschen Satz in mehrdimen- 
sıonalen Räumen dargestellt, nebst den von Lebesgue herrührenden 
Beweisen für dieselben Sätze; dazu kommen noch die Antoineschen 
Resultate über Homöomorphie von Punktmengen in mehrdimensionalen 
Räumen und die von Kaluzsay und für den allgemeinen Fall von mir 
erbrachte Umkehrung des Jordanschen Satzes für den dreidimensio- 
nalen Raum. — In einem zweiten Abschnitt werden die von Poincare 
eingeführten Zusammenhangs- und Torsionszahlen und die Fundamental- 
gruppe behandelt; im Rahmen dieser Darstellung werden zugleich die 
Grundlagen der kambinatorischen Topologie entwickelt. — Ein weiterer 
Abschnitt wird die Grundlagen der Frechetschen Theorie der abstrak- 
ten Mengen und im Anschluß daran die abstrakte Begründung der 
Topologie enthalten. — Einige Untersuchungen über spezielle Fragen 
und deren Anwendungen ergänzen den Inhalt des zweiten Bandes. 

Der vorliegende erste Band will zwar eine Einleitung zu dem 
zukünftigen zweiten geben, die angewendeten Methoden sind jedoch 
sehr oft auf den zweidimensionalen Fall beschränkt. Diese Tatsache 
und auch die Trennung des vollständigen Inhaltes in zwei Teile wird 
durch den Umstand gerechtfertigt, daß in der Topologie der zwei- 
dımensionalen Mannigfaltigkeiten sozusagen ein fertiges Ganzes vor- 
liegt, im Vergleich mit der bisher vorhandenen Topologie der mehr- 
dimensionalen Mannigfaltigkeiten. — Aus diesem Grund wird auch die 
Einleitung für das Folgende nur als Leitfaden, nicht aber sachlich 
gebraucht, und die bereits besprochenen Begriffe werden ohne Be- 
ziehung darauf, eventuell in anderer Form, nochmals eingeführt. 

9% 


De 


Topologie der Ebene. 


Erster Abschnitt. 
Punktmengen. 


= S 1. Zur Geometrie der Ebene. 


Unseren Betrachtungen legen wir den Begriff der Zahlenebene 
(bzw. des Zahlenraumes) zugrunde, die erklärt wird als die Menge 
der reellen Zahlenpaare (x, y); wir bezeichnen diese als Punkte der 
Ebene, & und y als Koordinaten des Punktes (x, y). Die elemen- 
taren Begriffe der ebenen Geometrie setzen wir als bekannt voraus. 

Die Sietigkeit der Geraden besteht in der Eigenschaft, daß es zu 
jeder Folge von Strecken s,, s,, - .., deren jede ein Teil der voran- 
gehenden ist, und zu denen auch ihre Endpunkte hinzuzurechnen sind, _ 
wenigstens einen Punkt gibt, der zu jeder Strecke s, der Folge ge- 
hört. Unter einem Schnitt in der Gesamtheit der reellen Zahlen ver- 
stehen wir eine Einteilung der reellen Zahlen in zwei Klassen (A) 
und (B) von der folgenden Eigenschaft: jede Zahl gehört entweder 
zu (A) oder zu (B), aber nicht zu beiden; jede Zahl von (A) ist 
kleiner, als jede Zahl von (B). Die Stetigkeitseigenschaft der Geraden 
(oder der Gesamtheit der reellen Zahlen) können wir dann auch so 
formulieren: bei jedem Schnitt gibt es entweder eine größte Zahl 
von (A), oder eine kleinste Zahl von (B). 

Die Stetigkeit der Ebene besteht in der Eigenschaft, daß es zu 
jeder Folge von ineinander enthaltenen Quadraten wenigstens einen 
Punkt gibt, der im Innern oder auf dem Rande jedes Quadrates der 
Folge liegt. 

Unter einem Weg werden wir immer einen aus endlich vielen 
(geradlinigen) Strecken bestehenden, sich selbst nicht schneidenden 
Streckenzug, unter einem Polygon ein einfaches (sich selbst jncht 
schneidendes) Polygon verstehen. 

Wir erinnern an folgende Tatsachen, die aus den Definitionen 
unmittelbar folgen. Eine Gerade y zerlegt die Ebene in zwei Halb- 
ebenen in folgendem Sinne: je zwei Punkte derselben Halbebene 
lassen sich durch einen y nicht treffenden Weg (insbesondere durch 
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eine Strecke) verbinden, während jeder Weg w, der zwei in verschie- 
denen Halbebenen liegende Punkte verbindet, die Gerade y trifft. 
(Wenn w eine Strecke ist, folgt die letztere Behauptung unmittelbar; 
wenn w aus mehreren Strecken besteht, so gibt es eine erste Strecke 
von w, deren Anfangspunkt in derselben Halbebene, wie der Anfangs- 
punkt von w, deren Endpunkt aber in der anderen Halbebene liegt.) 

Ein Dreieck A zerlegt die Ebene in zwei Teile; sind nämlich (5 yı) 
(&, 5 Ya)» (X, Y) die Eckpunkte von A, so wird das Innere von A dar- 
gestellt durch die Formeln: 


I A AL E er ty, 
y-hy rl tiv 

wobei f, positive reelle Zahlen bedeuten; für das Äußere von A ist 
wenigstens eine der Größen ?, negativ. Nach jedem Punkte des Drei- 
eckes kann man sowohl im Innern, wie auch im Äußern einen Weg 
legen. Jede Strecke, die nur eine Seite des Dreieckes trifft, hat einen 
ihrer Endpunkte im Innern von A (oder auf dieser Seite von A). 

Wir beweisen jetzt den folgenden Satz: 

I. Jedes Polygon n zerlegt die Ebene in zwei Teile. 

Sein>4 die Anzahl der Eckpunkte von z, und setzen wir für 
jedes Polygon mit weniger als n Ecken als bereits bewiesen voraus, 
daß es die Ebene in zwei Teile zerlegt, und nach jedem von seinen 
Punkten in beiden vom Polygon bestimmten Teilen der Ebene ein 
Weg gelegt werden kann. Sei unter den Eckpunkten von z mit 
kleinster Abszisse A derjenige mit kleinster Ordinate, und seien B 
und C die beiden benachbarten Eckpunkte von x. Wenn das Drei- 
eck (ABC) außer AB und AC keinen Punkt von z enthält, nennen 
wir BC=d eine Diagonale von r (s. Fig. 1a. Wenn aber (ABC) 
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einen weiteren Punkt von z enthält, so gibt es auch eine Seite von 
rı, von deren Endpunkten einer, etwa D,, zum Dreieck (ABC) ge 
hört. Wenn die Strecke AD, außer ihren Endpunkten von z frei 
ist, so ist AD, =d eine Diagonale; ım andern Fall sei E, der am 
nächsten bei A liegende Punkt von zn auf AD,, und sei D, ein in 
(ABC) liegender Endpunkt derjenigen Seite von z, die E, enthält. 
Im Dreieck (AD,E,) gibt es (keinen Punkt der duch D, cehenden 
Seiten von z. Entweder ist AD, sonst frei von z, oder wenn nicht, 
so nehmen wir wieder den am nächsten bei A liegenden Punkt E, 
von z auf AD, und den im Dreieck (AD, E,) liegenden Endpunkt D, 
der durch E, gehenden Seite von z; und so fahren wir fort. End- 
lich bekommen wir eine Diagonale d—= AD, (die außer ihren End- 
punkten A, D=D,, welche Eckpunkte von z sind, das Polygon z nicht 
trifft) (s. Fig. 1b), Durch die beiden Endpunkte der Diagonale d wird 
das Polygon x in zwei Wege zerlegt, deren jeder zusammen mit d 
je ein Polygon z, und z, mit weniger als n Ecken’ bildet. Nun ist 
es klar, daß x, nicht im Innern von x, liegen kann, oder umgekehrt; 
ist nämlich 180 und also m, = (ABC), so liegt zn, im Äußern 
von z,, da A links von rn, liegt; und x, enthält laut Voraussetzung 
keinen Punkt von z, folglich liegt auch z, außerhalb von z,; im 
zweiten. Fall, wo d—=AD ist, gehört AB zu, AL Zr Be 
können!) durch einen kleinen Kreisbogen und einen Halbstrahl (also 
auch durch einen Streckenzug) mit dem Unendlichen verbunden 
werden, ohne x sonst zu treffen, folglich liegen auch dann z, und r, 
außerhalb voneinander. — Das Innere von z wird vom Innern von z, 
und von dem von z,, und noch von den nicht in die Endpunkte 
fallenden Punkten der Diagonale d, das Äußere von z von dem 
Durchschnitt (d. h. gemeinsamen Teil) der Äußeren von x, und TI, 
gebildet. — Je zwei Punkte des Innern von z lassen sich innerhalb 
von z durch einen Weg verbinden; liegen sie beide ım Innern von 
z, (oder von z,), dann ist die Behauptung klar; liegt einer von diesen 
in z,, der andere in z,, so kann man den ersten innerhalb von 
z,, den zweiten innerhalb von x, mit einem inneren Punkt von d 
verbinden, so daß diese beiden Wege zusammen einen dig gegebenen 
Punkte innerhalb von x verbindenden Weg ergeben. Ferner wird 
jeder zum Innern von z gehöriger Punkt durch z vom Unendlichen 
getrennt, d. h. jeder Weg, der einen im Innern von z liegenden Punkt mit 


t) Man schlage um A einen kleinen Kreis, der 7 außerhalb von AB und 
A C nicht trifft, und betrachte denjenigen Bogen 5b, dessen Endpunkte auf AB 
und AC liegen und welcher d nicht trifft (s. Fig. 1b); man ziehe dann von A 
einen zu der Abszissenachse parallelen Halbstrahl in der Richtung der ab- 
nehmenden Abszissen. Der Teilbogen von 5b zwischen AB und diesem Halb- 
strahl, und der von 5b nach links liegende Teil des Halbstrahles verbindet 
einen Punkt von AB mit dem Unendlichen, ohne 7 sonst zu treffen. 
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dem Unendlichen verbindet, trifft das Polygon zz. — In beiden Polygonen 
ziehen wir wieder Diagonalen usw. Auf diese Weise wird das Innere von z 
in Dreiecke zerlegt, deren Eckpunkte zugleich Eckpunkte von z sind. 
Es gibt unter diesen Dreiecken ein solches, von dessen Seiten zwei, 
a und b, mit zwei Seiten von x zusammenfallen; sei c die dritte Seite 
dieses Dreieckes. Das Polygon #’, welches aus z entsteht, wenn wir 
die beiden Seiten a und b des Polygons z durch die Diagonale c 
ersetzen, hat eine Ecke weniger als x. Zwei außerhalb von x liegende 
Punkte P und Q lassen sich durch einen Weg w verbinden, der 
außerhalb von 7’ liegt und also höchstens die Seiten a und b von 
treffen kann. In diesem Fall nehmen wir von P aus den ersten zu 
a--b gehörigen Punkt von w und bezeichnen den zwischen diesem 
Punkt und P verlaufenden Weg von » mit w,; ebenso nehmen 
wir den Weg w, von w zwischen Q und dem von Q aus ersten Punkt 
von w, der auf «-+-5 liegt. Wir ziehen zwei zu a bzw. b parallele 
Strecken a’ bzw. b’ außethalb des Dreiecks abc, deren Endpunkte 
nahe bei den Endpunkten von a bzw. b liegen, so daß a’ und b’ 
das Polygon #’ nicht treffen und ihre bei dem gemeinsamen End- 
punkt von a und 5 liegenden Endpunkte zusammenfallen (s. Fig. 2). 


Fig. 2. 


Von P ausgehend durchlaufen wir den Weg w, bis zu seinem ersten 
auf a’ liegenden Punkt, dann gehen wir auf den Linien a’ und b’ 
bis zum Wege w, und auf diesem bis zum Endpunkt Q von w,; auf 
diese Weise erhalten wir einen Weg, der die Punkte P und Q außer- 
halb von x verbindet. Hiermit haben wir den Beweis geliefert, daß 
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das Polygon zn die Ebene in zwei Teile zerlegt, und zugleich eine 
Zerlegung des Innern von z in Dreiecke durch Diagonalen von x. 

Aus dem Satz I ergeben sich unmittelbar noch die folgenden 
Tatsachen: 

I. Sei, n ein Polygon und w ein beliebiger Weg, der zwei 
Punkte von z innerhalb von z verbindet (d. h. abgesehen ‚von seinen 
auf x liegenden Endpunkten ganz im Innern von z liegt); seien w, 
und w, die beiden durch die Endpunkte von w auf z bestimmten 
Wege. Das Innere von z wird durch w in zwei Teile zerlegt; einer 
von diesen ist das Innere des Polygons w + w,, der andere das Innere 
des Polygons w-+ w,. 

III. Seien w,, w,, w, drei Wege, die zwei Punkte A und B ver- 
verbinden, aber sonst einander nicht treffen; unter diesen drei Wegen 
gibt es zwei, etwa w, und w,, von der Eigenschaft, daß der dritte w, 
im Innern des von w, und w, gebildeten Polygons liegt. 

IV. Seien w, und w, zwei Wege, welche die Endpunkte A und 
B, sonst aber keinen Punkt gemeinsam haben, so daß sie ein Poly- 
gon z bilden. Seien w,’ und w,’ zwei andere Wege, mit gemeinsamen 
Endpunkiten C und D, welche einander sonst nicht treffen. Wenn der 
Weg w,' nur den Weg w,, nicht aber w,, und ebenso der Weg w,' 
nur den Weg w,, nicht aber w, trifft, wenn ferner von den beiden 
Punkten C und D einer im Innern, der andere im Außern des Poly- 
gons w, + w, liegt, so liegt auch einer von den Punkten A und,B 
im Innern, der andere im Äußern des Polygons w’ + w,. 

Zum Beweise dieses letzten Satzes bemerken wir folgendes. 
Ein Weg Il kreuze das Polygon z in einem einzigen Punkt, d.h. auf 
einem hinreichend kleinen Kreis um diesen einzigen gemeinsamen 
Punkt trennen die beiden auf ihm liegenden Punkte von / die beiden 
auf ihm liegenden Punkte von z. Dann liegt von den beiden End- 
punkten von ! dem. Satz I zufolge einer im Innern, der andere im 
Äußern von z. — Sei sodann / ein beliebiger Weg, dessen End- 
punkte nicht auf x liegen; die beiden Endpunkte von 2 werden 
durch z voneinander getrennt oder nicht, je nachdem ob die Anzahl 
der Kreuzungspunkte von / und z ungerade oder gerade ist. — 
Da von den Endpunkten des Weges w,’ einer im Innern, der andere 
im Äußern von za = w, 4 w, liegt, so ist die Anzahl der Kreuzungen 
von z und w,’, und also auch die Anzahl der Kreuzungen von w, 
und w, ungerade; folglich ist auch die Anzahl der Kreuzungen von w, 
und "= w,’+ w, ungerade, so daß die Endpunkte von w,, d.h. die 
Punkte A und B durch das Polygon a’ = w,' + w,’ getrennt werden. 


Wir erwähnen gleich, daß ein Weg die Ebene nicht zerlegt. Wenn 
der Weg w aus einer Strecke s besteht, so ist die Behauptung 
unmittelbar ersichtlich. Setzen wir voraus, die Behauptung wäre für 
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Wege erwiesen, die aus n Strecken bestehen; sei w—= w, + s, wobei 
w, aus n Strecken besteht, und s eine weitere Strecke ist, deren An- 
fangspunkt mit dem Endpunkt von w, zusammenfällt, die aber sonst 
keinen Punkt mit w, gemeinsam hat. Je zwei Punkte A und B 
der Ebene lassen sich also durch einen w, nicht treffenden Weg o 
verbinden. Wenn der Weg o die Strecke s trifft, nehmen wir 
von A aus den ersten Punkt P von o, der auf s liegt, und von B 
aus den ersten auf s liegenden Punkt O von o. Wir verbinden einen 
Punkt P’ des Weges AP mit einem Punkt 0’ von BO durch einen 
Weg,Fder aus zwei zu s parallelen Strecken und aus einer auf den- 
selben senkrechten, in der Nähe des freien Endpunktes von s liegenden 
Strecke besteht und welcher sehr nahe bei s verläuft, so daß er von w, 
fremd ist. Auf diese Weise erhalten wir einen Weg, der A und B 
verbindet und von w fremd ist. 

Im Anschluß an die obige Zerlegung des Innern des Polygons x 
in Dreiecke werden wir noch zeigen, daß man den Polygonbereich (r), 
d.h. das Polygon z und sein Inneres, mittels nacheinander ausgeführter 
Abbildungen (die sich im Sinne des nächsten Paragraphen als topo- 
logische Abbildungen erkennen lassen) auf eine Kreisscheibe abbilden 
kann.\— Im Polygonbereich (z) nehmen wir eine solche Diagonale c, 
deren Endpunkte zu zwei benachbarten Seiten des Polygons x gehören, 
die also mit diesen beiden Polygonseiten a und b zusammen ein Drei- 
eck A bildet. Im Innern von z nehmen wir einen außerhalb von A 
liegenden Punkt S hinreichend nahe bei dem Mittelpunkt von c, so 
daß die beiden Strecken, die S mit den Endpunkten von c verbin- 
den, das Polygon x sonst nicht treffen und mit a und b zusammen 
ein konvexes Viereck bilden. Diese beiden Strecken und c bilden 
zusammen ein Dreieck N’. Wir projizieren nun den Bereich A + X 
aus dem Zentrum S auf den Bereich A’ in dem Sinne, daß jede 
Strecke SP, deren Endpunkt auf der Polygonseite a oder b liegt, ın 
die Strecke $S P’ übergeht, wobei P’ den Schnittpunkt der Strecke SP 
mit c bedeutet; jeder Punkt O von SP soll in denjenigen Punkt von 
SP’ übergehen, für welchen S0’:SQ=SP’:SP ist. Die Abbildung 
sei an dem übrigbleibenden Teil von (z) als die Identität erklärt (d.h. 
die Abbildung, bei welcher jeder Punkt sich selbst entspricht). So 
haben wir eine Abbildung des Polgonbereiches (r) auf den Polygon- 
bereich (a — A), welcher letztere eine Ecke weniger hat als z. 
Nach einer endlichen Anzahl von Wiederholungen desselben Verfahrens 
bekommt man eine Abbildung des Polygonbereiches (z) auf ein Dreieck. 
Ein Dreieck (d.h. das Innere und den Rand des Dreieckes) kann man 
wieder durch eine Projektion auf eine Kreisscheibe (deren Mittelpunkt 
im Innern des Dreieckes liegt) abbilden, womit die gewünschte Ab- 
bildung des Polygonbereiches auf "eine Kreisscheibe erhalten ist. 
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Durch den positiven bzw. negativen Umlauf eines Kreises wird 
eın Umlaufssinn ın der Ebene erklärt; dabei wird jedem anderen 
Kreis ebenfalls sein positiver bzw. negativer Umlauf erteilt. Einem 
Umlaufssinn des Kreises entspricht eine zyklische Ordnung der 
vom Mittelpunkt ausgehenden Strahlen, welche durch die zyklische 
Ordnung von drei beliebigen Strahlen des Büschels eindeutig bestimmt 
ist; dem anderen Umlaufssinn des Kreises entspricht die entgegen- 
gesetzte zyklische Ordnung der Strahlen des Büschels. 

Einem Umlaufssinn in der Ebene entspricht eine Indikatrix jedes 
Dreieckes (ABC), d. h. eine zyklische Ordnung seiner Eckpunkte: 


(ABC)=(BCA)=(CAB) bzw. (ACB)=(CBA)=(BAC). 


Man zieht aus einem inneren Punkte des Dreieckes Strahlen durch 
seine Eckpunkte; einem Umlaufssinn der Ebene entspricht dann eine 
zyklische Anordnung dieser Strahlen und umgekehrt ist durch eine 
Indikatrix des Dreieckes eine zyklische Ordnung dieser drei Strahlen, 
und also auch ein Umlaufssinn der Ebene bestimmt. 

Seien (ABC) und (ABD) zwei Dreiecke mit der gemeinsamen 
Kante AB, und sei jedem von ihnen die positive Indikatrix zuge- 
ordnet, die also dem positiven Umlaufssinn der Ebene entspricht. 
Wenn die Dreiecke (ABC) und (ABD) außer AB keinen gemein- 
samen Punkt haben, d.h. wenn die Punkte C und D auf verschiedenen 
Seiten der durch A und B gehenden Geraden liegen, ist der ge- 
meinsamen Kante AB bei dieser Indikatrixbestimmung in den beiden 
Dreiecken die entgegengesetzte Richtung zugeordnet; d.h. die beiden 
Indikatrizes lauten entweder (ABC) und (BAD), oder (BAC) und 
(ABD). Wir nennen solche Indikatrizes der beiden Dreiecke zu- 
sammengehörige Indikatrizes. Wenn die beiden Dreiecke (ABC) und 
(ABD) mit der gemeinsamen Kante AB und ohne weitere gemein- 
same Pünkte zusammengehörige Indikatrizes haben, d. h. solche, bei 
denen die gemeinsame Kante AB in den beiden Dreiecken entgegen- 
gesetzt gerichtet wird, so entsprechen diese Indikatrizes dem gleichen 
Umlaufssinn der Ebene. 

Wir unterziehen die Ebene einer quadratischen Teilung mit der 
Kantenlänge e(> 0). Wir nehmen zwei aufeinander senkrechte _Ge- 
raden, etwa die Achsen = 0 und y= 0; auf diesen markieren wir 
die Punkte —=0, y= ne, bzw. y=0, ze men 
und durch jeden dieser Punkte legen wir die der anderen Achse 
parallele Gerade. 

Aus dieser quadratischen Teilung (wobei wir etwa e—=1 nehmen), 
bestimmen wir sodann eine Dreiecksteilung der Ebene, indem wir 
jedes Quadrat mit den Eckpunkten (x, y)=(m,n), (m-+1,n), 
(m -+-1,n +1), (m, n +1) durch die Diagonale (m, n) (m+1,n--1) 
in zwei Dreiecke zerlegen. Einem Umlaufssinn der Ebene entspricht 
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je eine Indikatrix dieser Dreiecke, so daß dabei zwei benachbarte 
Dreiecke (d. h. solche mit einer gemeinsamen Kante) zusammen- 
gehörige Indikatrizes haben. 


Sei eine quadratische Teilung der Ebene gegeben; zerlegen wir 
jedes Quadrat durch seine beiden Mittellinien in vier kongruente Teil- 
quadrate, so entsteht eine neue quadratische Teilung der' Ebene, die 
wir als eine Unterteilung der vorigen bezeichnen. Unter einer Folge 
von sukzessiven quadratischen Teilungen der Ebene verstehen wir eine 
solche, bei welcher jede eine Unterteilung der vorangehenden ist oder 
eine Teilfolge einer solchen Folge. 


Seien q,> 95 ---, q„ endlich viele Quadrate aus einer quadratischen 
Teilung der Ebene mit der Eigenschaft, daß es zu jedem Quadrat g, 
Bine Folge q, = g®, 9, ..., g9 = q, von Quadraten g, gibt, deren 
erstes und letztes Element q, und g, sind, und von denen je zwei 
aufeinander folgende eine gemeinsame Seite haben. Diese Quadrate 
bilden zusammen einen Polygonbereich, zu welchem alle ım 
Innern oder auf dem Rande dieser Quadrate g, liegenden Punkte 
gehören. Innere Punkte dieses Bereichs sind diejenigen Punkte, die 
im Innern eines Quadrates q,, oder auf der gemeinsamen Seite von 
zwei Quadraten, oder im gemeinsamen Eckpunkt von vier Quadraten 
liegen; um jeden solchen Punkt gibt es einen Kreis, dessen Inneres 
nur aus inneren Punkten des Polygonbereiches besteht. Die anderen 
Punkte bilden den Rand des Bereiches. Der Rand besteht aus endlich 
vielen Polygonen, ,, 77, 779, -.., z,, die aus Seiten der quadratischen 
Teilung bestehen); diese Polygone können sich nur in solchen Eck- 
punkten treffen, die nur zu zwei Quadraten g, und q; des Bereiches 
gehören, und zwar zu zwei solchen, die außer diesem Eckpunkt keinen 
weiteren gemeinsamen Punkt haben. Es gibt unter den Polygonen 
Be ,...,7, eines,’ etwa ,, derart, daß im Äußern von nt, kein 
Punkt des Polygonbereiches liegt; z, wird als äußeres Randpolygon 
des Bereiches bezeichnet. Die anderen Polygone z,, 77,, ..., zz, haben 
die Eigenschaft, daß im Innern von z,(I=1,2,..., k) kein Punkt des 
Polygonbereiches liegt; diese werden als innere Randpolygone be- 

 ») Sei / eine beliebige Randseite des Polygonbereiches, sei P ein End- 
punkt von /. Wenn P zu einem, oder zu drei Quadraten, oder zu zwei solchen 
Quadraten des Polygonbereiches gehört, die eine gemeinsame Seite haben, 
so gibt es außer ! genau eine Randseite, die in P eintrifft. Gehört P zu 
zwei solchen Quadraten, die nur diesen Eckpunkt gemeinsam haben, und ge- 
hören die beiden anderen zu diesem Eckpunkt stoßenden Quadrate der Teilung 
nicht zum Polygonbereich, so nehmen wir als Fortsetzung von Z! im Punkte 


P diejenige Seite, die mit Z zum gleichen, nicht zum Polygonbereich gehörigen 
Quadrat der Teilung gehört. 


98 I. Punktmengen. 


zeichnet. Im gemeinsamen Teil des Innern von x, und der Äußerer 
von 7%, Ag, -.-,7ı, liegen alle inneren Punkte des Polygonbereiches 
und umgekehrt ist auch jeder im Zwischengebiet von x, und nz, 
N, ..., 71, liegende Punkt ein innerer Punkt des Polygonbereiches. 


S 2. Punktmengen’'). 


Unter einer ebenen Punktmenge verstehen wir eine Menge, die 
wenigstens ein Element besitzt, und deren Elemente Punkte deı 
Ebene sind. 

Ein Limespunkt der Menge ist ein solcher Punkt der Ebene 
dessen Umgebung?) immer wenigstens einen Punkt der Menge enthält 
ein Grenzpunkt ein solcher, dessen Umgebung immer wenigstens zwe 
Punkte der Menge enthält. Ein Punkt der Menge, um welchen eine 
keinen weiteren Punkt der Menge enthaltende Umgebung existiert 
heißt ein zsolierter Punkt der Menge. Die Menge der Grenzpunkte 
einer Menge bezeichnen wir als ihre Ableitung. 

Eine Menge heißt abgeschlossen, wenn sie ihre Ableitung enthält 
ın sich dicht, wenn sie in ihrer Ableitung enthalten ist, derfekt, wenr 
sie mit ihrer Ableitung identisch ist. 

Eine Teilmenge M, der Menge M heißt relativ zu M abgeschlossen 
wenn jeder zu M gehörige Grenzpunkt von M, zu M, gehört; überal 
dicht auf M, wenn jeder Punkt von M Limespunkt von M, ist. 

Eine Menge M bezeichnen wir als zusammenhängend, wenn sie 
sich nicht in zwei fremde (d. h. keine gemeinsamen Elemente be 
sitzende), relativ zu M abgeschlossene Teilmengen zerlegen läßt 
(Wir verstehen dabei unter Zerlegung, daß jeder Punkt von’ M zu 
genau einer von diesen Teilmengen gehört.) — Insbesondere ist eine 
abgeschlossene Menge zusammenhängend, wenn sie sich nicht in zwe 
fremde abgeschlossene Teilmengen zerlegen läßt; eine zusammen 
hängende abgeschlossene Menge nennen wir ein Kontinuum; zwe 
Kontinua, die einen gemeinsamen Punkt haben, bilden zusammen eir 
Kontinuum. 

Eine zusammenhängende Menge, die mehr als einen Punkt ent 
hält, ist in sich dicht; sonst hätte sie wenigstens einen isolierter 
Punkt, und also könnte man die Menge in zwei relativ abgeschlossene 
fremde Teilmengen zerlegen, von denen eine diesen einzigen iso 
lierten Punkt, die andere alle anderen Punkte der Menge enthält 
Ein mehr als einen Punkt enthaltendes Kontinuum ist also perfekt 


!) Hier sei an einige Definitionen und Sätze erinnert, wegen deren aus 
führlicheren Darstellung wir den Leser insbesondere auf Hausdorfs Grundzüge 
der Mengenlehre verweisen. 

?) Unter einer Umgebung (e-Umgebung) eines Punktes versteht man da: 
Innere eines um diesen Punkt (mit dem Radius e) geschlagenen Kreises. 
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Eine Menge heißt verketiet, wenn es zu jeder positiven Zahl e, 
und zu zwei beliebigen Punkten P und P’ der Menge eine sie ver- 
bindende &-Kette von M gibt, d. h. eine solche Folge von endlich 
mielen, zur Menge M gehörigen Punkten PR, =P,P,,..:, Wer Pi; 
daß der Abstand von je zwei aufeinander folgenden Punkten P, und 
P,,, kleiner ist alse. Eine zusammenhängende Menge ist verkettet, 
aber nicht jede verkettete Menge ist zusammenhängend. Eine be- 
schränkte (d. h. ganz im Endlichen liegende), abgeschlossene, ver- 
kettete Menge ist zusammenhängend, sie ist also ein Kontinuum. 

Eine Menge M heißt stetig zusammenhängend, wenn es zu je 
zwei Punkten der Menge M ein sie verbindendes (d. h. sie beide 
enthaltendes) und zu M gehöriges Kontinuum gibt. Ein Kontinuum 
ist stetig zusammenhängend; jede stetig’ zusammenhängende Menge 
ist auch zusammenhängend, jedoch nicht umgekehrt. ' 


Ein Punkt der Menge heißt ein innerer Punkt, wenn es eine 
Umgebung um diesen Punkt gibt, deren Punkte sämtlich zur Menge 
gehören. 

Unter einem Gebiet verstehen wir eine aus lauter inneren Punkten 
bestehende Menge, in der je »zwei Punkte durch einen zur Menge 
gehörigen Weg verbunden werden können. 

Die nicht zum Gebiet gehörigen Grenzpunkte des Gebietes bilden 
seinen Rand. Jede Umgebung eines beliebigen Randpunktes enthält 
sowohl zum Gebiet gehörige Punkte, wie auch solche Punkte der 
Ebene, die nicht zum Gebiet gehören, und umgekehrt ist auch jeder 
Punkt der Ebene mit dieser Eigenschaft ein Randpunkt des Gebietes. 
Folglich ist der Rand eines Gebietes eine abgeschlossene Punktmenge, 
die ferner in der Ebene nirgends dicht liegt, d. h. die in keiner Kreis- 
scheibe der Ebene überall dicht ist. (Ähnlich verstehen wir unter 
einer im Gebiet g nirgends dichten Menge eine solche, die in keiner 
in g liegenden Kreisscheibe überall dicht ist.) 

Die Restmenge einer Teilmenge M, von M in M besteht aus 
sämtlichen nicht zu M, gehörigen Punkten von M. Im allgemeinen 
werden wir die Bezeichnung Restmenge im Sinne Restmenge in der 
Ebene anwenden. > 7 

Jede beschränkte aus unendlich vielen Punkten bestehende Menge 
besitzt wenigstens einen Grenzpunkt (Bolzano-Weierstraßscher Satz). 

Da die Menge beschränkt ist, können wir ein Quadrat g, an- 
geben, das sämtliche Punkte der Menge in seinem Innern enthält. 
Das Quadrat g, zerlegen wir durch seine beiden Mittellinien in vier 
Teilquadrate; unter diesen gibt es wenigstens ein solches, welches 
im Innern oder auf dem Rand unendlich viele Punkte der Menge M 
enthält; sei g, ein solches. Wir zerlegen q, wieder ebenso in vier 
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kongruente Quadrate, wählen unter diesen ein solches g, aus, welches 
unendlich viele Punkte der Menge enthält usw. Die so erhaltenen 
Quadrate g,, q,, -.. haben die Eigenschaft, daß q,,, ın q; enthalten 
ist, und ihre Seitenlängen mit wachsendem Index unter jede positive 
Größe herabsinken. Es gibt einen Punkt P der Ebene, welcher” 
zu jedem Quadrat g, dieser Folge gehört. In einer beliebigen Um-| 


gebung dieses Punktes liegt ein Quadrat q, der Folge, welches via 


gesagt unendlich viele Punkte der Menge enthält; folglich ist ach 
Punkt P ein Grenzpunkt der Menge. — | 

Eine Menge bezeichnen wir als kompakt, wenn sie entweder | 
endlich ist, oder jede unendliche Teilmenge wenigstens einen Grenz 
punkt hat. Wie wir eben gezeigt haben, ist jede beschränkte Menge 
kompakt; umgekehrt ist auch jede kompakte Menge beschränkt. 
Bei einer nicht beschränkten Menge gibt es nämlich eine solche 
Folge: P 5283, ..., dab die Abständerder Punktes? zyonzeinem | 
BunktP “der ne monoton über alle Grenzen wachsen; jeder Kreis" 
enthält nur eine endliche Anzahl von diesen Punkten, die Folge kann 
daher keinen Grenzpunkt haben. f 

Wennäeine.beschränktenPunkttolge= Br Is wermgenen einzigenä 
Grenzpunkt besitzt, sagen wir, daB sie gegen diesen Punkt konver- 
giert. Dafür, daß die Folge P,, P,, :.. gegen einen Punkt kon 
vergiert, ist die folgende orte notwendig und hinreichend: zu | 
jeder positiven Zahl e gibt es einen Index n,, so daß der Abstand 
von je zwei Punkten P,, und P, der Folge kleiner ist als e, wenn nur. 


Mm 


die Indizes m und n größer sind "als n,(Cauchysches Konvergenzprinzip). 


| 


Sei M,, M,,... eine Folge von beschränkten abgeschlossenen Mengen, i 
deren jede in der vorangehenden enthalten ist. Es gibt wenigsten 
einen Punkt, der zu sämtlichen Mengen der Folge gehört. | 

Sei nämlich P, ein beliebiger Punkt der Menge M,, P, ein) 
beliebiger Punkt von M, usw. Da jeder Punkt der Ba Pi # 
Rss 2 zuluM, gehört, @undvM 7 beschrankunster spp Folsdi 
ebenfalls beschränkt; somit gibt es wenigstens einen Punkt der Ebene, 
dessen Umgebung unendlich viele Punkte P, enthält; dieser Punkt 
»ist Limespunkt von M,, und da M, abgeschlossen ist, zugleich” 
ein Punkt von M,. Ebenso folgt, daß derselbe Punkt zu M, gehört, 
für jedes =1,2, .... — Der Durchschnitt der Mengen M,,M,..--3 
d.h. die Gesamtheit derjenigen Punkte, die zu sämtlichen Mengen M = 
gehören, ist abgeschlossen; sei nämlich Q ein Punkt, dessen Um- 
gebung immer wenigstens zwei Punkte des Durchschnittes enthält; A 
gibt es für jedes z in jeder Umgebung von Q einen von O ver 
schiedenen Punkt von M,, so daß Q ein Grenzpunkt von M,, und 


wegen der Abgeschlossenheit von M, ein Punkt von M, ist; Q ge- 
hört folglich zu jeder Menge M,, also zum Durchschnitt ee Mengen. 


| 
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Wenn ein Kontinuum K sowohl im Gebiet g wie auch in der 
Restmenge von g wenigstens je einen Punkt hat, so hat K wenigstens 
einen Punkt mit dem Rand von g gemeinsam. 

Sonst würden die im Gebiet g und die in der Restmenge von 
g liegenden Punkte von K zwei fremde abgeschlossene Mengen aus- 
machen, da nämlich die gemeinsamen Grenzpunkte von g und seiner 
Restmenge durch den Rand von g erschöpft sind; diese beiden Teil- 
mengen von K ergeben zusammen die ganze Menge K. Das ist 
aber ein Widerspruch gegen die Definition des Kontinuums. 

Die Restmenge einer abgeschlossenen Menge M besteht aus einer 
endlichen oder abzählbaren Menge von Gebieten, die als die von der 
Menge M bestimmten Gebiete bezeichnet werden. 

Sei P ein beliebiger Punkt der Restmenge; da M abgeschlossen 
ist und P nicht zu M gehört, gibt es auch eine Umgebung von P, 
die keinen Punkt von M enthält; folglich ist P ein innerer Punkt 
der Restmenge. Die Restmenge von M besteht also aus einer Menge 
von fremden Gebieten; eine Menge von fremden Gebieten ist aber 
notwendig abzählbar, da jedes dieser Gebiete einen Punkt der überall 
dichten abzählbaren Menge der Punkte mit rationalen Koordinaten 
enthält. 


S 3. Abbildungen. 


Eine Abbildung einer Punktmenge M ist erklärt durch eine Vor- 
‚schrift, die jedem Punkt P von M eine gewisse, als Bild von P zu 
bezeichnende Punktmenge {P’} zuordnet. Die Vereinigungsmenge 
sämtlicher Mengen {P’}, d.h. die Menge der in diesen Mengen {P’} 
enthaltenen Punkte wird als das Bild der Menge M bezeichnet. 

Sei P ein Punkt von M und sei {P'} sein Bild; unter der e- 
Umgebung von {P!} verstehen wir die Menge derjenigen Punkte, die 
in den e-Umgebungen der Punkte von {P’} liegen. Wir sagen, daß 
‚die Abbildung im Punkt P stetig ist, wenn es zu jedem positiven 
e eine solche positive Zahl ö gibt, daß, wenn ein Punkt Q von M 
in der ö-Umgebung von P liegt, das Bild von O, d.h. die Menge 
{0} in der e-Umgebung von {P’} liegt. Die Abbildung von M heißt 
stetig, wenn sie in jedem Punkt von M stetig ist. 

Im allgemeinen werden wir sagen, daß eine Folge von Mengen 
IM, M,, :-: gegen die Menge M konvergiert, wenn es zu jedem po- 
sitiven e einen Index n, gibt, derart, daß jede Menge M, mit einem 
Index n>n, in der e-Umgebung der Menge M liegt. In diesem 
Sinne können wir die obige Definition für die Stetigkeit der Ab- 
bildung von M auch folgendermaßen formulieren: wenn die Punkte 
2, P, ... von M gegen den Punkt P von M konvergieren, kon- 
vergieren ihre Bildmengen {P,'}, {P,'}, ... gegen die Bildmenge 
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{P'} von P, wie auch sonst die Punkte P, P,, P,,... in M gewählt 
werden. 

Die Abbildung heißt eindeutig, wenn das Bild eines jeden 
Punktes P von M aus je einem einzigen Punkte besteht. Die Defi- 
nition der Stetigkeit. lautet für eindeutige Abbildungen: wenn die 
Punkte P,, P,,... von M gegen einen Punkt P von M konvergieren, 
konvergieren auch ihre Bildpunkte P,’, P,, ... gegen den Bild- 
punkt: P’ ‚von‘.B; wie. auch.sonst Sdier. Punkte PA PB 2.2 102 ME 
gewählt werden. 

Die zur gegebenen Abbildung inverse Abbildung entsteht derart, 
daß man jedem Punkt P’ der Bildmenge M’ die Menge derjenigen 
Punkte P von M zuordnet, deren Bild bei der ursprünglichen Ab- 
bildung den Punkt P’ enthält. 

Sei Z eine Abbildung der Menge M auf eine Menge N, und s 
eine Abbildung von N auf eine Menge R; indem wir jedem Punkt P 
von M, dem bei t als Bild eine Menge {P’} entspricht, das bei s 
entstehende Bild von { P’} zuordnen, erhalten wir eine Abbildung von M 
auf R, die wir als das Produkt ts der Abbildungen ? und s: bezeichnen. 

Wenn eine Abbildung und ihre inverse Abbildung beide ein- 
deutig sind, sagt man, daß die Abbildung eineindeutig (oder um- 
kehrbar eindeutig) ist. 

Eine nebst ihrer Inversen eindeutige und stetige Abbildung bezeich- 
net man nach Brouwer als eine topologische Abbildung. Zwei Mengen, 
die topologische Bilder voneinander sind, nennen wir homöomorph. 

Eine eindeutige Funktion f(P) auf der Menge M wird durch 
die spezielle eindeutige Abbildung erklärt, bei welcher jedem Punkt 
P der Menge eine reelle Zahl f(P) zugeordnet wird. Eine eindeutige 
Abbildung einer ebenen Punktmenge M auf eine ebene Punktmenge 
M’ kann durch zwei eindeutige Funktionen: f | 


Er PIE UR 
y=g(P)=s(k,y) | 
erklärt werden, wobei (x, y) die Koordinaten des Punktes P von M, 
(x’, y’) die des Bildpunktes von P bedeuten. 


Wir werden zeigen, daß das eindeutige stetige Bild einer be- 
schränkten abgeschlossenen Menge!) wieder eine solche Menge ist.’ 
Zu diesem Zweck genügt es, zu zeigen (s. $ 2), daß jede unendliche 
Folge von verschiedenen Punkten der Bildmenge wenigstens einen 
Grenzpunkt besitzt, der außerdem zur Bildmenge gehört. SeiP,', P,', ..: 
irgendeine Folge von lauter verschiedenen Bildpunkten, sei P,, P5, --- 
eine Folge von Punkten der Menge M, so daß der Bildpunkt von 
P, der Punkt P/. ist... Diese 'Punkte.P,, 'P,,.. sus onen ane 


1) D. h. ihr Bild bei einer eindeutigen stetigen Abbildung der Menge. 
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verschieden, da es ihre Bilder sind. Sei P„ ein Grenzpunkt dieser 
letzteren Folge und. sei P„, Pa, -.. eine Teilfolge, die gegen den 
Bunkt P,„ konvergiert. Dieser Folge P,,:Pa, - ..- entspricht bei. der 
Abbildung eine Teilfolge P/, P%,, ... der Folge P,’, P,',..., welche 
zufolge der aufgestellten Stetigkeitsbedingung konvergiert, und zwar 
gegen den Bildpunkt P/, von P„. Somit ist erstens gezeigt, daß 
die Folge P,', P,',.... wenigstens einen Grenzpunkt besitzt, zweitens 
daß jeder Grenzpunkt dieser Folge zum Bild von M gehört. 

Weiter zeigen wir, daß das eindeutige stetige Bild K’ eines be- 
schränkten Kontinuums X wieder ein beschränktes Kontinuum ist. 
Da wir eben gesehen haben, daß K’ eine beschränkte abgeschlossene 
Punktmenge ist, ist noch zu zeigen, daß K’ sich nicht in zwei 
fremde abgeschlossene Mengen zerlegen läßt. — Setzen wir voraus, 
K,' und K,’ wären zwei fremde abgeschlossene Teilmengen von K’, 
die zusammen K’ erschöpfen; seien K, und K, die ihnen ent- 
sprechenden Teilmengen von K. Zufolge der Eindeutigkeit der ge- 
gebenen Abbildung müssen K, und K, fremd sein, und da sie K 
zusammen erschöpfen, können sie nicht beide abgeschlossen sein. 
Es gibt also entweder einen zu K, gehörigen Grenzpunkt von K,, 
oder umgekehrt. Zufolge der Stetigkeit der Abbildung würde es 


dann auch einen Punkt von K,’ geben, der Grenzpunkt von K,', und 


wegen der Abgeschlossenheit von K, zugleich ein Punkt von K, 


ist. Aus diesem Widerspruch folgt die obige Behauptung. — Auf 
‚die gleiche Weise ergibt sich, daß das eindeutige stetige Bild einer 


zusammenhängenden Menge ebenfalls eine zusammenhängende Menge 
ist. — Das eindeutige stetige Bild einer stetig zusammenhängenden 
Menge ist also gewiß zusammenhängend, es braucht aber nicht stetig 


 zusammenhängend zu sein; wenn aber die Menge außerdem be- 
‚schränkt ist, so ist ihr Bild stetig zusammenhängend (nicht not- 


wendig beschränkt), infolge der eben nachgewiesenen Tatsache, daß 


‘das eindeutige stetige Bild eines beschränkten Kontinuums wieder 


| 


ein beschränktes Kontinuum ist. 

Eine verkettete Menge braucht bei einer topologischen Ab- 
bildung nicht in eine verkettete Menge zu übergehen; sogar wenn 
die ganze Ebene topologisch auf sich selbst abgebildet wird, kann 
dabei eine verkettete Menge in eine nicht verkettete Menge über- 
gehen. Jedoch geht jede beschränkte verkettete Menge bei einer 
topologischen Abbildung der Ebene auf sich selbst in eine eben- 
solche Menge über!). Die Beweise bzw. Beispiele für diese Be- 
hauptungen sind leicht zu erbringen. 


1) Betreffend diese letztere Behauptung siehe den unten stehenden Satz, 
laut dessen eine eindeutige stetige Abbildung eines abgeschlossenen Quadrat- 
bereiches (welcher sämtliche Punkte der Menge enthalten soll), gleichmäßig 
stetig ist. 


v. Ker&kjärtö, Topologie. 3 
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Wir bemerken noch, daß die zu einer eindeutigen stetigen Ab- 
bildung einer beschränkten abgeschlossenen Punktmenge inverse Ab- 
bildung ebenfalls stetig ist. 

Aus den obigen Bemerkungen werden wir über eindeutige stetige 
Funktionen einige Folgerungen ziehen. Sei M eine zusammenhängende 
Menge und f(P) eine eindeutige stetige Funktion auf M, die in 
einem Punkt P, von M den Wert f(P,), und im Punkt P, von M 
den Wert f(P,) annimmt. Das durch diese Funktion f(P) in der 
Menge der reellen Zahlen entworfene Bild von M ist eine zusammen- 
hängende Menge, welche die Zahlen f(P,) und f(P,) enthält; folglich 
enthält sie auch das zwischen diesen beiden Zahlen liegende Intervall. 
Anders gesagt, die Funktion f(P) nimmt jeden zwischen f(P,)und f(P,) 
liegenden Wert in wenigstens einem Punkt von M an. — Sei ferner M 
eine beschränkte abgeschlossene Menge und f(P) eine eindeutige stetige 
Funktion auf M. Das durch f(P) vermittelte ‚Bild von M ist eine 
beschränkte abgeschlossene Teilmenge der Menge der reellen Zahlen, 
die also eine kleinste Zahl a und eine größte Zahl b besitzt; es 
folgt, daß eine eindeutige stetige Funktion auf e’ner beschränkten 
abgeschlossenen Menge M sowohl ihr Maximum wie auch ihr Mini- 
mum in wenigstens ie einem Punkte von M annimmt. 

Sei M eine abgeschlossene Menge und QO ein nicht zu ihr ge- 
höriger Punkt. In jedem Punkt von M erklären wir die Funktion 
f(P) gleich dem Abstand PO. Legen wir um Q einen hinreichend 
großen Kreis, der in seinem Innern wenigstens einen Punkt von M 
enthält, so ist klar, daß f(P) außerhalb dieses Kreises größere Werte 
hat als in den im Innern dieses Kreises liegenden Punkten von M. 
Sei M’ die beschränkte Menge derjenigen Punkte von M, die nicht 
außerhalb dieses Kreises liegen. Auf M’ nimmt die Funktion f(P) 
ihren kleinsten Wert d in einem Punkte von M’ an; diesen Wert d 
bezeichnen wir als Abstand des Punktes QO von der Menge M. Es 
gibt also einen Punkt P von M, so daß der Abstand PQ (>0) 
unter allen Punkten von M möglichst klein ist. — Der Abstand ist 
eine stetige Funktion von Q. 

Seien M und N zwei fremde abgeschlossene Mengen, von denen 
eine, etwa N, beschränkt ist. Als Funktion f(Q) erklären wir in jedem 
Punkt O0 von N den Abstand dieses Punktes von der Menge M. Sei 
Q ein solcher Punkt von N, in welchem die Funktion f(Q) ihr Minimum 
annimmt. Diesen kleinsten Wert d bezeichnen wir als Abstand der 
Mengen M und N. Es gibt also einen Punkt P von M und einen 
Punkt Q von N, so daß der Abstand PO (>0) möglichst klein ist. 

Ähnlich definieren wir den Durchmesser einer beschränkten ab- 
geschlossenen Punktmenge als den maximalen Abstand zweier 
Punkte der Menge und zeigen, daß es zwei Punkte in dieser Menge 
gibt, deren Abstand dem Durchmesser der Menge gleich ist. 
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Wir beweisen jetzt den folgenden 

Überdeckungssatz von Heine und Borel: Sei M eine beschränkte 
abgeschlossene Punktmenge; um jeden Punkt von M sei eine Umgebung 
gegeben. Es gibt eine endliche Anzahl unter diesen Umgebungen von 
der Art, daß jeder Punkt von M in wenigstens einer von ihnen 
enthalten ist. 

Setzen wir voraus, die Behauptung wäre nicht richtig. Wir 
nehmen ein Quadrat q, an, welches sämtliche Punkte der Menge M 
in seinem Innern enthält. Wir zerlegen g, in vier Teilquadrate, 
durch die beiden Mittellinien von g,; die in diese vier Quadrate 
fallenden Punkte von M, zu denen auch die auf dem Rand des be- 
treffenden Quadrates liegenden Punkte von M hinzuzurechnen sind, 
bilden vier Teilmengen von M; wäre die Behauptung des Satzes für 
jede von diesen vier Teilmengen von M erfüllt, so würde sie auch 
für die Menge M bestehen; zufolge unserer Annahme gibt es also 
unter den vier Teilquadraten ein solches, daß die Behauptung des 
Satzes für die in ihm liegende Teilmenge von M nicht besteht. 
Dieses Quadrat g, zerlegen wir wieder ın vier kongruente Teilquadrate; 
unter diesen gibt es wieder wenigstens ein solches q,, daß die Be- 
hauptung für die in ihm enthaltene Teilmenge von M nicht erfüllt 
ist. Auf diese Weise fortfahrend, bekommen wir eine Folge von 
ineinander enthaltenen Quadraten g,, 9), 9a, ... mit gegen O konver- 
gierenden Seitenlängen, die folglich einen einzigen gemeinsamen 
Punkt P besitzen. Zu einer beliebigen Umgebung von P gibt es 
ein ganz in dieser Umgebung liegendes Quadrat g, der Folge; gq, 
enthält wenigstens einen Punkt von M, so daß also P ein Grenz- 
punkt von M und wegen der Abgeschlossenheit von M zugleich ein 
Punkt von M ist. Die um diesen Punkt ?P von M ursprünglich an- 
gegebene Umgebung würde dann sämtliche Quadrate der Folge 
90» I1> 9a :-- bis auf endlich viele enthalten; das ist ein Wider- 
spruch gegen unsere Annahme, woraus die Behauptung des obigen 
Satzes folgt. 

Von diesem Satz machen wir gleich eine Anwendung. Wir er- 
klären die gleichmäßige Stetigkeit einer eindeutigen Abbildung folgen- 
dermaßen: eine eindeutige Abbildung der Menge M heißt gleich- 
mäßig stetig, wenn es zu jeder positiven Zahl e eine positive Zahl ö 
gibt, so daß die Bildpunkte P’, 0 von je zwei Punkten P, O von 
M einen Abstand kleiner als e haben, wenn nur der Abstand der 
Punkte P und Q kleiner ist als 0. 

Dann gilt der folgende Satz: 

Jede eindeutige stetige Abbildung einer beschränkten abgeschlossenen 
Menge ist gleichmäßig stetig. 

Sei e eine beliebige positive Zahl; um jeden Punkt P von M 
Jestimmen wir eine Umgebung Up, so daß, wenn Q ein beliebiger 
3*+ 
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Punkt von Up ist, der Abstand der Bildpunkte von P und OQ kleiner 
ist als pr Dann ersetzen wir jede Umgebung Up durch eine Um- 


gebung Up, deren Radius die Hälfte von dem von Up ist. Nach dem 
obigen Überdeckungssatz läßt sich eine endliche Anzahl dieser Um- 
gebungen angeben, so daß jeder Punkt von M in wenigstens einer 
von ihnen enthalten ist; sei ö der kleinste von den Radien dieser 
endlich vielen Umgebungen. Wenn nun O und R zwei beliebige Punkte 
von M sind, deren Abstand kleiner als ö ist, so gibt es eine von 
den angegebenen endlich vielen Umgebungen, etwa U%, die den 
Punkt Q enthält; die um denselben Punkt P bestimmte ursprüngliche 
Umgebung Up enthält beide Punkte O und R, so daß also der Ab- 
stand der Bildpunkte von O und R notwendig kleiner ist als e. 


Wir besprechen hier noch die folgenden Hilfssätze. 

Sei M eine beschränkte, nicht zusammenhängende, abgeschlossene 
Punktmenge. Es läßt sich ein die Menge M nicht treffendes Polygon n 
bestimmen, welches sowohl in seinem Innern, wie auch in seinem ÄAußern 
Punkte von M besitzt. 

Da M nicht zusammenhängend ist, läßt sie sich in zwei fremde 
abgeschlossene Mengen M, und M, zerlegen, die zusammen M er: 
schöpfen. Die Mengen M, und M, haben einen positiven Abstand & 
voneinander. Wir unterziehen die Ebene einer quadratischen Teilung 


mit einer Seitenläinge <--, und heben diejenigen Quadrate heraus, 


die in ihrem Innern oder auf ihrem Rand Punkte von M, besitzen, 
Diese Quadrate bilden einen oder mehrere Polygonbereiche von 
der Art, daß kein Punkt von M auf dem Rand dieser Polygon; 
bereiche liegt, jeder Punkt von M, innerer Punkt eines solchen 
Polygonbereiches ist, jeder Polygonbereich mindestens einen Punkt 
von M, enthält, und jeder Punkt von M, außerhalb dieser Polygon- 
bereiche liegt. Nehmen wir einen dieser Polygonbereiche, deı 
etwa vom äußeren Randpolygon z, und von den inneren Rand. 
polygonen z,,71,, ..., zz, berandet ist. Gibt es im Äußeren von Tg 
einen Punkt von M,, so ist z, ein solches Polygon; im anderen 
Falle gibt es wenigstens eines, z,, unter den inneren Randpolygonen, 
welches in seinem Innern Punkte von M, besitzt; dieses trifft also M 
nicht und besitzt sowohl in seinem Innern, wie auch in seinem Äußern 
Punkte von M. — Man kann noch folgendes hinzufügen: Wenn P 
und Q zwei Punkte von M sind, die nicht zum gleichen Teilkontinuum 
von M gehören, d.h. wenn es eine solche Zerlegung von M in zwei 
fremde abgeschlossene Teilmengen M, und M, gibt, daß P zu M,, 
Q zu M, gehört, so läßt sich ein von M fremdes, diese Punkte von: 
einander trennendes Polygon z bestimmen. — 
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Der Rand eines von einem beschränktem Kontinuum K bestimmten 
Gebietes g ist ein Kontinuum. 

Wir wissen schon, daß der Rand des Gebietes g eine abge- 
schlossene Punktmenge ist, und da sie Teilmenge von K ist, so ist 
sie auch beschränkt. Wäre der Rand von g nicht zusammenhängend, 
so könnten wir ein Polygon zz bestimmen, so daß rn den Rand 
von g nicht trifft, und es sowohl im Innern wie auch im Äußern 
von z Punkte des Randes von g gibt. Es gibt also auch innerhalb 
und außerhalb von z Punkte des Gebietes g, nämlich in einer hin- 
reichend kleinen Umgebung eines im Innern bzw. im Äußern von 7 
liegenden Randpunktes von g. Verbinden wir einen innerhalb von z 
liegenden Punkt von g mit einem außerhalb von x liegenden Punkt 
von g durch einen Weg in g, so muß dieser Weg das Polygon 
treffen. Somit hat z wenigstens einen Punkt in g, und da z den 
Rand von g nicht trifft, so liegt z ganz in g. Also ist z überhaupt 
vom Kontinuum X fremd, andererseits gibt es sowohl im Innern 
wie auch im Äußern von x Punkte von K, was den Eigenschaften 
des Kontinuums widerspricht. 

Auf die gleiche Weise ergibt sich der folgende Satz: 

Wenn zwei fremde Gebiete g, und g, denselben beschränkten Rand 
‚haben, so ist dieser ein Kontinuum. 

Sonst könnte man ein den Rand von g, nicht treffendes Poly- 
'gon nz bestimmen, welches in seinem Innern und auch in seinem 
Äußern Punkte des Randes von g, besitzt. Es gibt im Innern und 
auch im Äußern von nz wenigstens je einen Punkt von g,; ein Weg, 
der diese beiden Punkte in g, verbindet, trifft z, ı hat also wenigstens 
einen Punkt in g,; ebenso muß z wenigstens einen Punkt in g, be- 
sitzen; dieser letztere Punkt von nz gehört aber zur Restmenge von g,, 
so daß das Polygon z den Rand von g, treffen müßte, gegen unsere 
"Annahme. 


Sei {MY eine Menge von beschränkten‘) abgeschlossenen Mengen, 
von der Art, daß irgendeine endliche Anzahl unter ihnen wenigstens 
einen gemeinsamen Punkt hat. Es gibt wenigstens einen Punkt, der 
zu sämtlichen Mengen von {MY gehört?). 

Unter der entgegengesetzten Annahme gäbe es zu jedem Punkt P 
einer beliebig, aber fest gewählten Menge M, von {MY} wenigstens 
eine Menge Mp von {M}, die P nicht enthält; da Mp abgeschlossen 
ist, gibt es ferner eine Umgebung Up von P, die von Mp fremd ist. 


1) Es genügt die Voraussetzung, daß eine M, unter den Mengen M be- 
schränkt ist, wie man aus dem Beweis ersieht. 

2) Dieser Satz rührt von F. Riesz her; s. Atti del IV Congresso inter- 
nazionale dei. Matematici, Roma 1908, 2, S.21; den Beweis verdanke ich einer 
mündlichen Mitteilung des Herrn F, Riesz. 84 
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Auf diese Weise bestimmen wir um jeden Punkt P von M,„ eine 
Umgebung Up. Laut des Überdeckungssatzes von Heine und Borel 
gibt es eine endliche Anzahl unter diesen Umgebungen, etwa 
U,,U,,..., U,, die sämtliche Punkte von M, enthalten. Diesen 
Umgebungen entsprechen gewisse Mengen M,, M3, .., M, von {M}, 
so daß M, und U, fremd sind. Die endlich vielen Mengen M,, M,; 
M,,..., M,„ hätten also keinen gemeinsamen Punkt, gegen unsere 
Voraussetzung. — Wie in $2 ergibt sich, daß der Durchschnitt der 
Mengen M eine abgeschlossene beschränkte Punktmenge ist. — 


Als Grenzmenge einer Folge von Mengen wird die Menge der- 
jenigen Punkte der- Ebene bezeichnet, deren Umgebungen sämtlich 
Punkte von unendlich vielen Mengen der Folge enthalten. 


Sei K,,K,,... eine Folge von Kontinua, die sämtlich in einem 
Quadrat g enthalten sind. Gibt es einen Punkt, in dessen Umgebung 
Punkte von allen Mengen K,, K,, ... (abgesehen von endlich vielen) 


liegen, so ist die Grenzmenge dieser Folge auch selber ein Kontinuum!). 

Es ist klar, daß die Grenzmenge K,„ abgeschlossen und be- 
schränkt ist. Wäre sie nicht zusammenhängend, so gäbe es ein 
Polygon z, welches K, nicht trifft und sowohl in seinem Innern 
wie auch in seinem Äußern Punkte von K, besitz. Sei P ein 
solcher Punkt von K„, etwa im Innern von z, in dessen Umgebung 
Punkte von allen Mengen K, (mit Ausnahme von endlich vielen) liegen, 
und sei Q ein außerhalb von rz liegender Punkt von K„. Es gibt dann 
unendlich viele Mengen K,, Kas, ---, die sowohl in einer innerhalb 
von z liegenden Umgebung von P, wie auch in einer außerhalb 
von z liegenden Umgebung von Q Punkte haben, die also das 
Polygon x treffen. Auf dem Polygon gibt es somit wenigstens einen 
Punkt, in dessen Umgebung Punkte von unendlich vielen Mengen K, 


D) 
liegen, d.h. einen Punkt von K„, im Widerspruch zu unserer Annahme. 


Ein Kontinuum läßt sich laut’ seiner Definition nicht in zwei 
und folglich auch nicht in endlich viele fremde abgeschlossene Mengen 
zerlegen. Wir werden ferner zeigen: 

Ein Kontinuum läßt sich nicht in eine abzählbare Menge von 
fremden abgeschlossenen Mengen zerlegen. 

Sei M,, M,,... eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen des 
Kontinuums K, so daß jeder Punkt von K in eine und nur eine von 
diesen Mengen M, eingeht. — Um jeden Punkt von M, nehmen wir 
eine e,- Umgebung an; die Menge der in diesen Umgebungen enthaltenen 
Punkte, erweitert durch ihre Grenzpunkte, bezeichnen wir als eine 


abgeschlossene) e,-Umgebung U, von M,. Wir wählen & (>0) 
1 3 8 01 1 1 


1) Dieser Satz rührt von Zoretti her, s. Bull. d. 1. Soc. Math. d. France, 37 
(1909) S. 116. 
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hinreichend klein, so daß nicht sämtliche Punkte von K in U, liegen. 
Wir behaupten, daß es ein solches in U, liegendes Teilkontinuum X, 
von K gibt, welches einen Punkt der Menge M, und auch einen 
Randpunkt von U, (d.h. einen solchen Punkt von U,, der kein innerer 
Punkt von U, ist) enthält. Sei nämlich P, ein beliebiger Punkt von 
M,, und sei X, die Menge derjenigen Punkte von K, die sich in 
U, durch ein Teilkontinuum von K mit P, verbinden lassen, er- 
weitert durch ihre Grenzpunkte; die so erklärte Menge K,, die ab- 
geschlossen ist und in U, liegt, ist verkettet, da nämlich jeder Punkt 
von K, entweder mit P, durch ein Teilkontinuum von X, verbunden 
ist, oder Grenzpunkt von solchen Punkten von K, ist. Es ist nur 
zu zeigen, daß K, wenigstens einen Punkt auf. dem Rand von U, 
besitzt. Betrachten wir die Menge Rn derjenigen Punkte von K, 
die in U, durch eine d,-Kette von zu K gehörigen Punkten mit P, 
verbunden sind; dabei sei 6, >ö6,>... eine gegen 0 konvergierende 
Folge von positiven Zahlen. Die Menge K® hat wenigstens einen 
Punkt, dessen Abstand vom Rand von U, kleiner ist als ö,; sei näm- 
Beer BneRrseme.ö.-Kette von K, die den 'Bünkt P| mit’einem 
außerhalb von U, liegenden Punkt von K verbindet; wenn P,,ı der 
erste außerhalb von U, liegende Punkt dieser Kette ist, so ıst P, 
ein solcher Punkt von Be dessen Abstand vom Rand von U, kleiner ist 
als ö,. Jede Menge K*" ist abgeschlossen und in K{” enthalten; der 
Durchschnitt dieser Mengen K!, K/”, ... ist einerseits mit der oben 
erklärten Menge K, identisch, andererseits hat er beliebig nahe zum 
Rand von U, liegende, und, wegen der Abgeschlossenheit von K,, auf 
dem Rand von U, liegende Punkte. 

Sei nun M., eine von den Mengen M,, und zwar diejenige mit 
‚kleinstem Index «,, die einen in U,, aber nicht auf M, liegenden 
Punkt des Kontinuums K, enthält. Sei M%, die in U, liegende Teil- 
menge von M„,. Wir wählen eine Zahl e,(> 0), die kleiner ist als 
Ber Abstand der Mengen M„ und M.+-M,-+.-.-+M.-ı, und 
nehmen um M/, eine e,-Umgebung U}; wir bezeichnen mit U, die 
in U, liegende Teilmenge von U}. Sei dann K, ein Teilkontinuum 
Bon K, in 88, welches einen Punkt von M;, mit einem Randpunkt 
von U; verbindet, und sei M„, die Menge mit kleinstem Index, die 
einen in U, liegenden, von M„, fremden Punkt von K, enthält usw. 
Auf diese Weise fortfahrend, erhalten wir eine Folge von ineinander 
enthaltenen beschränkten abgeschlossenen Mengen U ,U,,..., so 
‚daß U, keinen Punkt der Mengen M,, M,,::-, M«,-ı enthält; dabei 
ist ,>i. Der Durchschnitt U, der Mengen dr U;; ... besitzt sicher 
wenigstens einen Punkt; da ferner jede Menge U, wenigstens einen 
Punkt von K enthält, so gibt es eine Folge zu K gehöriger Punkte 
EB, P,,..., wobei immer P, einen in O8 liegenden Punkt von K be- 
‚deutet, die einen zu U, gehörigen Limespunkt besitzt. Da K ab- 
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geschlossen ist, muß dieser Punkt ebenfalls zu K gehören; er kann 
aber zu keiner der Mengen M, gehören, da nämlich U;;ı keinen 
Punkt der Mengen M,, M,; ---, M,, und folglich U, keinen Punkt 


der Mengen M,, M,,... enthalten kann. — Aus diesem Widerspruch 
folgern wir die obige Behauptung. 


S 4. Abzählbare Mengen. 


Die Menge der rationalen Zahlen, wie auch die der rationalen 
Punkte der Ebene oder des n-dimensionalen Raumes sind abzählbare 
Mengen, welche auf der Geraden bzw. in der Ebene bzw. im n-dimen- 
sionalen Raume überall dicht liegen. 
| Wir werden zuerst zeigen, daß alle linearen abzählbaren, überall 
dichten Mengen homöomorph sind, mit anderen Worten, daß je zwei 
solche Mengen sich eineindeutig und beiderseits stetig aufeinander ab- 
bilden lassen. — Für diese Mengen ist eine natürliche lineare An- 
ordnung durch ihre Lagen auf der Geraden gegeben; wir bestimmen 
also eine die Ordnungsrelationen erhaltende eineindeutige Abbildung 
dieser Mengen aufeinander, dann ist sie zugleich auch beiderseits 
stetig. — Sei R=(1,,7,,...) die Menge der rationalen Zahlen, und 
M=(m,,m,,...) eine beliebige andere lineare abzählbare, überall 
dichte Menge. Dem Punkt », von R lassen wir den Punkt m, von 
M entsprechen; dem Punkt s, den Punkt m,, mit kleinstem Index «,, 
der in bezug auf m, die gleiche Lage hat, wie 7, in bezug auf »,, 
d.h. für. den ‚nz, — m, oder m., = m, ,3J6 nachgenge Zr noucz 
1, <r, Ist; dem Punkt 7, lassen wir denjenigen Punkt m,, mit 
kleinstem Index «, entsprechen, der in bezug auf m, und m, die- 
selben Ordnungsrelationen besitzt, wie 7, ın bezug auf », und »,; 
und so fahren wir fort. Dabei wird jedem Punkt 7, von R ein und 
nur ein Punkt m., von M entsprechen, und zwei verschiedenen 
Punkten von R entsprechen zwei verschiedene Punkte von M. Aber 
auch jedem Punkt m, von M entspricht ein Punkt von R; wenn 
unter den Punkten m, , Mag - +, Ma, sämtliche Punkte m,, May... ME 
vorkommen, nicht aber :m;,ı, so läßt sich eine positive ganze 
Zahl A derart angeben, daß m;ıı = me, ,, !st. Sei nämlich »,,, der 
Punkt von R mit kleinstem Index, der in bezug auf 7,, 7,,...., 7, die- 
selben Ordnungsrelationen hat wie m;;ı in bezug auf m,, May» +++, Ma; 
diesem Punkt »,., entspricht dann eben der Punkt m;;ı. — Die auf 
diese Weise erhaltene Beziehung zwischen den Punkten von M und R 
stellt eine eineindeutige und die Ordnungsrelationen erhaltende Ab- 
bildung dar. Daß die Abbildung auch beiderseits stetig ist, folgt. 
daraus, daß bei einer linearen, natürlich geordneten, überall dichten 
Menge M jede Folge von Punkten m,, m,,... mit den Eigenschaften 
Mi; < My < Mg... Und: m, < m, (i ln en Maletestnbesen einen 


h 


a 
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Punkt der Geraden konvergiert (in gewöhnlichem Sinne, d. h. die 
Abstände von m, von diesem Punkt konvergieren gegen 0). — Der 
obige Satz und sein Beweis rühren von Cantor her. 

Die so erhaltene Abbildung von R auf M läßt sich auf die ganze 
Gerade eineindeutig und stetig erweitern. Man läßt jedem nicht zu 
R gehörigen Punkt P der Geraden denjenigen Punkt O der Geraden 
entsprechen, der in bezug auf die Punkte von M die gleichen Ord- 
nungsrelationen hat, wie P in bezug auf die entsprechenden Punkte 
von R. So entsteht eine eineindeutige, die Ordnungsrelationen er- 
haltende Abbildung der Gesaden auf sich selbst, die also auch beider- 
seits stetig ist, und die die Menge R in M überführt. 

Ohne Änderung ergibt die obige Überlegung auch, daß jede 
abzählbare in sich dichte lineare Menge ohne Lücken, d. h. bei der 
jeder Punkt der Menge beiderseitiger Grenzpunkt der Menge ist, der 
Menge der rationalen Zahlen homöomorph ist. 

Sei nun M eine abzählbare in sich dichte lineare Menge mit 
Lücken; wir werden sie auf eine Menge ohne Lücken abbilden, 
auf die folgende Weise. Seien Ma, Ma, ».. diejenigen von Ihren 
Punkten, die nicht beiderseitige Grenzpunkte der Menge M sind. Sei 
(Ma, — &> Ma, + &,) ein hinreichend kleines Intervall um m,,, so dab 
etwa das Intervall (m.,, m., + &,) keinen Punkt der Menge M enthält. 
Sei dann m’), m), ... eine gegen m,, konvergierende Folge von Punkten 
von M in dem Interall (m,, — &, Ma,); zwischen je zwei Punkten m® 
und m(+V wählen wir einen nicht zu M gehörigen Punkt ß,. Jedem 
Punkt m von M zwischen f,, und g7;ı lassen wir sein Spiegelbild 
in bezug auf m,, d. h. den Punkt n = 2 m., — m entsprechen, und 
jeden anderen Punkt von M lassen wir sich selbst entsprechen; so 
wird eine topologische Abbildung i, von M auf eine zweite Menge 
M, erklärt, bei welcher der Punkt m,, ein beiderseitiger Grenzpunkt 
ist; die nicht beiderseitigen Grenzpunkte von M, sind nur die Punkte 
Mas: Mas gdiesdie Bilder "ders Punkte m. Mise.. sind. —, Wir 
‘erklären dann ähnlich eine Abbildung {, von M, auf eine Menge M,, 
von welcher der Punkt ., ein beiderseitiger Grenzpunkt ist; diese 
Abbildung Z, betrifft wieder nur eine e,-Umgebung von Mi, und läßt 
alle anderen Punkte von M, ungeändert. Wir fahren auf diese Weise 
fort, und wählen dabei die Zahlen e, derart, daß immer &,< —E 
und zugleich 2 e, kleiner ist als der Abstand von Mu von den Punkten 
Mo,; Mas Be HEcRE, (m soll das Bild von m bei der Abbildung Z£, be- 
deuten). Sei m ein beliebiger Punkt von M, seien m!, m”,... seine 
Bilder bei den Abbildungen £,, t,, ...; diese Punkte konvergieren 
gegen einen Punkt n, den wir als Bild von m bei der eben zu de- 
finierenden Abbildung von M auf die Menge N = [n] erklären. So 
' entsteht eine eineindeutige und beiderseits stetige Abbildung der 
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Menge M auf eine Menge N, deren Punkte beiderseitige Grenzpunkte 
der Menge N sind. — Somit haben wir den folgenden von Sierpinski 
herrührenden Satz: 

Jede abzählbare in sich dichte lineare Menge ist der Menge der 
rationalen Zahlen homöomorph. 

Wir zeigen weiter nach Borel!), daß jede abzählbare überall dichte 
Menge in der Ebene der Menge der rationalen Punkte der Ebene homöo- 
morph ist. — Sei M die gegebene Menge und sei R die Menge der 
rationalen Punkte der Ebene; wir legen die Geraden durch je zwei 
Punkte m, und m, von M und ebenso durch je zwei Punkte », und », 
von R, und auf jeder von ihnen eine senkrechte Gerade, so entsteht 
eine abzählbare Menge von Geraden. Wir können also für ein neues 
Koordinatensystem (x,y) der Ebene eine solche Gerade als x-Achse 
wählen, welche keiner der obigen Geraden parallel ist, und eine auf 
ihr senkrechte Gerade als y-Achse. Dann trifft also jede Gerade 
& = konst. oder y == konst. höchstens je einen Punkt der Mengen M 
und R. Durch das neue Koordinatensystem ist eine solche zweifache 
Ordnung für die Punkte m von M (und auch für die Punkte » von R) 
bestimmt, daß für je zwei verschiedene Punkte m, =(x,,y,) und 
Mm, = (%,, y,) eine und nur eine der folgenden vier Relationen besteht 

%, <A Yı<da 

%, <Ln Yıya 

%, > Ay Yıda 

%, > Ag Yı Ya: 
Nach dem obigen Verfahren von Cantor können wir nun eine die 
zweifachen Ordnungsrelationen erhaltende eineindeutige Abbildung von 
R auf M herstellen, welche zugleich beiderseits stetig ist. Seien 
151,3... DZW. m, »Ms,.... die. Punkte’ vonsr bzw. vonsv Ineeinewbes 
liebigen Reihenfolge. Dem Punkt ,, von R lassen wir den Punkt 
m, von M entsprechen; dem Punkt », denjenigen Punkt m,, von M 
mit kleinstem Index «,, welcher in bezug auf m, dieselben Ordnungs- 
relationen hat, wie 7, in bezug auf »,; dem Punkt , denjenigen 
Punkt m,, von M mit kleinstem Index «,, der in bezug auf m, und 
M., Qieselben Ordnungsrelationen hat, wie 7, in bezug auf 7, und 7,; 
usw. — So erhalten wir eine topologische Abbildung der Menge R 
auf die Menge M. — Ebenso wie oben ergibt sich ferner, daß sich 
diese Abbildung zu einer topologischen Abbildung der ganzen Ebene 
auf sich selbst erweitern läßt. 

Endlich wollen wir noch zeigen, daß jede abzählbare, in der Ebene 
überall dicht liegende Punktmenge einer linearen überall dichten ab- 
zählbaren Menge homöomorph ist. Dieser Satz und sein Beweis wurde 
von Brouwer gegeben. 


1) Der Satz und Beweis ist dargestellt bei Brouwer. 


S 4. Abzählbare Mengen. 43 


Wir können uns dabei auf den Fall beschränken, daß die be- 
trachteten Mengen beschränkt, und in einem Quadrat, bzw, in einem Inter- 
vall, in welchem sie liegen, überall dicht sind. Man kann ja die unend- 
liche Gerade topologisch auf ein offenes Intervall: — 1 <x<1 abbilden, 


etwa mittels der Formel x’ — a; 


auf das Innere des Kreises r < 1 etwa durch die Formeln r’ — 


und ebenso die unendliche Ebene 
1 

192: 
o = 9 (r, og = Polarkoordinaten). Indem wir daran erinnern, daß eine 
Kreisscheibe sich topologisch auf einen Quadratbereich abbilden läßt, 
genügt es noch zu zeigen, daß es eine topologische Abbildung einer im 
Quadrat überall dichten abzählbaren Menge auf eine auf der Strecke (01) 
überall dichte abzählbare Menge angegeben werden kann. 

Sei also 7 die Menge derjenigen reellen Zahlen # zwischen O0 
und 1, deren unendliche triadische Entwicklung 


t 1 
tt (,— 0,1, 2) 


nur endlich viele von 1 verschiedene Ziffern t, hat. Sei andererseits M 
die Menge derjenigen Punkte (x, y) des Quadrats 0<z<s1, 
'0<y<1i, deren Koordinaten 


#7 


E 
ET ET meh 


a ae a 
in triadischer Entwicklung nur endlich viele von 1 verschiedene 
Ziffern x, bzw. y, haben. Wie man unmittelbar erkennt, ist die 
‚Menge T im Intervall (0, 1) und ebenso M im Quadrat überall dicht. 
‚Eine eineindeutige und beiderseits stetige Abbildung von T auf M er- 
'hält man, indem man der Zahl 

2 


Be ni 
tät. 


ıvon 7 den Punkt (x, y) von M mit den Koordinaten: 
t, 


Ber 2 2 
Te artagentnes 1 
EL 


zuordnet. — 

Es folgt endlich der Satz von Sierpinski in seiner allgemeinen 
Form, nämlich, daß je zwei in sich dichte abzählbare Mengen homöomorph 
sind. Es genügt, noch zu zeigen, daß jede in sich dichte abzählbare 
Menge einer linearen Menge homöomorph ist, welche dann natür- 
lich ebenfalls in sich dicht ist. Dies ergibt sich so, daß man zu der 
gegebenen Menge die Menge der rationalen Punkte der Ebene hinzu- 
nimmt, die so entstehende, in der Ebene überall dichte abzählbare 
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Menge auf die Menge der rationalen Zahlen eineindeutig und beider- 
seits stetig abbildet, wodurch dann auch die gegebene Menge in eine 
lineare Menge übergeht. 

Die oben für die Ebene dargestellten Überlegungen und Ergeb» 
nisse sind auch für beliebig viele Dimensionen gültig. 


$5. Die Struktur der abgeschlossenen Punktmengen. 


In diesem Paragraphen werden wir die Brouwerschen Resultate 
über die Struktur der abgeschlossenen Mengen darstellen, 

Sei M eine beschränkte, abgeschlossene, ebene Punktmenge. Unter 
einem Stück von M verstehen wir ein solches Teilkontinuum von M 
(darunter auch einen einzigen Punkt), welches in keinem umfassenderen 
Teilkontinuum von M enthalten ist. 

Sei S,, Sg... eine unendliche Folge von lauter verschiedenen 
Stücken der Menge M; diese Folge konvergiert gegen das Stück S 
von M, wenn die Abstände von S, und 5 mit wachsendem k gegen 0 
konvergieren. Ein Stück $S von M, gegen welches wenigstens eine 
Folge von lauter verschiedenen Stücken der Menge M konvergiert, 
heißt ein Grenzstück von M. Die Menge der Stücke $S von M ist 
ebenfalls kompakt und abgeschlossen wie die Menge der Punkte von 
M selbst. Die Menge (5) der Stücke von M bezeichnen wir als die 
zur Punktmenge M gehörige Stückmenge. 

Unter einem isolierten Stück von M verstehen wir ein Stück S, 
welches von seiner Restmenge in M einen positiven Abstand besitzt, 
m. a. W. dessen Restmenge in M abgeschlossen ist. 

Jedes Stück von M ist entweder Grenzstück oder isoliertes Stück. 
Sei nämlich S ein Stück von M, welches kein isoliertes Stück ist, 
dann gibt es zu jeder positiven Zahl e wenigstens ein von 5 ver- 
schiedenes Stück S,, dessen Abstand von S kleiner ist als e. Sei 
d,(> 0) der Abstand von $ und S,; wir wählen dann ein Stück S,, 


dessen Abstand kleiner ist als — und auch kleiner als d, usw. Die so 
2 1 


erhaltene Folge von Stücken S,, S,, ... konvergiert gegen S, d.h. S 
ist ein Grenzstück von M. 

Unter einer derfekten Stückmenge verstehen wir eine solche ab- 
geschlossene Stückmenge, deren Stücke sämtlich Grenzstücke dieser 
Stückmenge sind. 

Der Cantorsche Hauptsatz der Punktmengenlehre lautet: Fuel 

Wenn man von einer abgeschlossenen Punktmenge einen isolierten 
Punkt abirennt, von der Restmenge wieder einen isolierten Punkt ab- 
trennt usw. durch die transfiniten Ordnungszahlen, so führt dieses Ver- 
fahren nach einer abzählbaren Anzahl von Schritten zu Ende. 
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Am Ende bleibt entweder kein Punkt übrig, dann ist die gegebene 
Menge abzählbar oder es bleibt eine perfekte Punktmenge übrig, die 
natürlich als Stückmenge nicht perfekt zu sein braucht. 

Eine von Schoenflies ausgesprochene und von Brouwer bewiesene 
Verallgemeinerung dieses Satzes ist der folgende Satz: 

Wenn man von einer abgeschlossenen Stückmenge ein isoliertes 
Stück abtrennt, dann von der Restmenge wieder ein isoliertes Stück ab- 
trennt usw. durch die transfiniten Ordnungszahlen, so führt dieses Ver- 
fahren nach einer abzählbaren Anzahl von Schritten zu Ende. 

Am Ende bleibt entweder kein Stück oder eine perfekte Stück- 
menge übrig, die natürlich auch als Punktmenge perfekt ist. 

Wir beweisen den Satz nach Brouwer folgendermaßen. Sei g, 
ein Quadrat, welches die Menge M enthält; wir zerlegen g, in vier 
Teilquadrate durch seine beiden Mittellinien, jedes von diesen ebenso 
in vier Teilquadrate usw. Alle so erhaltenen Quadrate bilden eine 
abzählbare Menge u. Sei u, die ebenfalls abzählbare Teilmenge von u, 
die aus sämtlichen solchen Quadraten von u besteht, welche einen 
Punkt von M im Innern oder auf dem Rand enthalten. Der Fort- 
lassung eines isolierten Punktes oder Stückes von M entspricht die 
Fortlassung wenigstens eines Quadrates von u,, nämlich eines solchen, 
welches einen Punkt des foıtgelassenen Stückes enthält, und dessen 
doppelte Kantenlänge kleiner ist als der Abstand dieses Stückes von seiner 
Restmenge in M. Und da die Menge u, abzählbar ist, so ist auch 
die Anzahl dieser Fortlassungen abzählbar, womit dann sowohl der 
Cantorsche Hauptsatz wie auch seine Schoenfliessche Verallgemeinerung 
bewiesen ist. 

Brouwer formuliert das hiermit bewiesene Resultat noch in einer 
allgemeineren, vieler Anwendungen fähigen Form. Eine Reduktion 
einer abgeschlossenen Menge ist die Ersetzung dieser Menge durch 
eine abgeschlossene Teilmenge. Eine Folge von abgeschlossenen 
Mengen, deren jede eine Teilmenge der vorangehenden ist, soll eine 
Reduktionsfolge genannt werden, die Menge der sämtlichen Mengen 
der Folge gemeinsamen Punkte sei als Grenzmenge der Reduktions- 
folge bezeichnet. Eine Eigenschaft «& heißt induzibel, wenn sie auch 
der Grenzmenge einer Reduktionsfolge zukommt, falls sie für deren 
Elemente besteht. Dann folgt aus dem obigen Beweis der folgende 

Reduktionssatz von Brouwer: Sei M eine abgeschlossene Punkt- 
menge, die die induzible Eigenschaft « besitzt; sie kann durch eine 


 abzählbare Anzahl von Reduktionen von einer bestimmten Art 8 auf 
eine abgeschlossene Teilmenge M, reduziert werden, die die Eigenschaft 
 & noch immer besitzt, aber durch jede weitere Reduktion von der Art ß 
diese Eigenschaft verliert. 


Eine von Brouwer gegebene Anwendung dieses Satzes ergibt 
den folgenden, von Janiszewski und Mazurkiewicz bewiesenen Satz. 
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Ein Kontinuum K heißt irreduzibel zwischen den Punkten A und B, 
wenn K die Punkte A und B enthält, aber kein Teilkontinuum von 
K existiert, welches beide Punkte A und B enthält. Der erwähnte 
Satz lautet: 


Sei K ein Kontinuum und A und B zwei beliebige Punkte 
von K; es gibt ein zwischen A und B irreduzibles Teilkontinuum 
K, von K. 

Als Eigenschaft & einer Teilmenge von K erklären wir die Eigen- 
schaft, zusammenhängend zu sein und beide Punkte A und B zu ent- 
halten. Als Reduktion von der Art # erklären wir die allgemeinste 
Reduktion. Laut des obigen Satzes gibt es also eine abgeschlossene 
Teilmenge K, von K, die zusammenhängend ist und beide Punkte A 
und B enthält, die aber keine Teilmenge mit den gleichen Eigen- 
schaften besitzt; K, ist also ein irreduzibles Kontinuum zwischen A 
und B. 


1 


Wir untersuchen jetzt mit Brouwer die Struktur der abgeschlos- 
senen Stückmengen. Sei M eine beschränkte abgeschlossene Punkt- 
menge, (S) die zugehörige Stückmenge. Sei e eine positive Zahl, und 
seien S und S’ zwei beliebige Stücke von M. Wir sagen, daß S 
und 5’ zu derselben e-Kette von (S) gehören, wenn es eine endliche 
Anzahl. von 'Stügken.;S, = S,:92,,.039: 0,12 5 2 dergMenge 2 Sibe 
von denen S und S’ das erste und letzte Element sind, und von 
denen je zwei aufeinander folgende Stücke einen Abstand < & haben. 
Gibt es zu S’ und 5”, und ebenso zu S” und S” eine sie verbindende 
e-Kette von Stücken S, so bilden diese beiden Ketten zusammen 
eine S’ und S” verbindende e-Kette von Stücken S. Auf diese Weise 
zerfällt die Menge M in eine gewisse endliche Anzahl von e-Ketten, 
von denen je zwei einen Abstand >e haben. — Wenn &,<e, ist, 
so hat eine e,-Kette von M mit einer e,-Kette von M entweder 
kein Stück gemeinsam, oder aber die e,-Kette ıst in der e,-Kette 
enthalten, 


Es ist unmöglich, daß zwei Stücke S und S’ von M für jedes 
positive & zur gleichen e-Kette von M gehören. Sonst gäbe es nämlich 
für jedes > 0 auch eine e-Kette von zu M gehörigen Punkten, die 
einen Punkt von S mit einem Punkt von S’ verbindet, es gäbe also 
eine verkettete abgeschlossene Menge von Punkten von M, d.h. ein 
Teilkontinuum von M, das S und 5’ enthält; dies widerspricht aber 
der Definition des Stückes. — Folglich gibt es zu je zwei Stücken S 
und 5’ eine Zahl e>0, so daß S und S’ nicht zur gleichen e-Kette 
von M gehören; insbesondere gibt es eine Zahl e, > 0, so daß, wenn 
nur M nicht aus einem einzigen Stück besteht, M in wenigstens zwei 
e,-Ketten zerfällt. 
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Seien M®, M®,..., M“ die verschiedenen e,-Ketten, in welche 
M zerfällt. Wir wählen eine Zahl e, (0 <e,<e,), so daß jede von 
diesen Mengen M®, die wenigstens zwei Stücke enthält, in wenigstens 
zwei &,-Ketten zerfällt; seien MD, MW2,..., Mn die e,-Ketten, in 
welche M® zerfällt. Auf die gleiche Weise fahren wir fort; dabei 


wählen wir die Zahlen e, kleiner als di Bei dem k-ten Schritt 
haben wir solche Mengen M**e-*) mit k-gliedrigen oberen Indizes, 


von denen jede eine &,-Kette bildet, und von denen je zwei einen 
Abstand > e, voneinander haben. 

Die so erhaltenen Mengen werden wir jetzt auf die folgende 
Weise mit unteren Indizes versehen. Die Menge M\ bezeichnen 
wir mit M,, die Menge M®+ M®+...+M“ mit M,; dann die 
Menge M® mit M,, und M® ++ M®+...+M“ mit M, usw.; 
der Menge M ®%-D ordnen wir den n — 1-gliedrigen Index 22...20, 
der Menge M"" den ebenfalls n — 1-gliedrigen Index 22...22 zu. 
Wir wiederholen bei jeder der Mengen M®=M,„ M®= M,,» 
Be Mn... MrUVZM,...., M"=M,..... dasselbe Ver- 
fahren, d. h. wir setzen an die Indexfolge von M® diejenigen 
Folgen an, die den Mengen MD,..., MN zukommen, wenn wir 
dasselbe Verfahren auf M® anwenden. Wenn dabei eine Menge 
Muos...a, AUS einem einzigen Stück S besteht, erklären wir die 
Mengen M o4...0,0> Maı...0,009 ++: als miteinander und mit M ....a, 
identisch, dagegen werden die Mengen May... B1ßa.-- By» wo die pP, 
nicht sämtlich O sind, überhaupt nicht definiert. 

Bieser Mengen MM, M.: Mas Mio: Mas. haben’rdie: fol- 
genden Eigenschaften: 

1. M, und M, sind zwei fremde Teilmengen von M, die zu- 
sammen M erschöpfen. M .u,...0,0 und Ma...a,2 sind zwei fremde 


Teilmengen von M„... die zusammen M.... erschöpfen. 


„or? .oy 
Ba \Wenn2a.0,... leine” beliebige”Indexfolgemisty " gibt es eine 
Belse von Anfangssegmenten &, &,...%,,, & Gy. -Uyas +. <<...) 
so daß die Menge Mo,0....a, aus einer einzigen e,-Kette besteht 
(,—0 für kR> oo). ; 
Folglich gibt es zu jedem Stück 5 von M eine bestimmte un- 


endliche Indexfolge «, «,... (&, = 0, 2), so daB S zu jeder der Mengen 


Mo,» Maas; Mayaga,, ».. gehört, und zu je zwei verschiedenen Stücken 
gehören zwei verschiedene Indexfolgen. 
Eine Folge von Stücken S,, S,,... konvergiert dann und nur 


dann gegen das Stück S, wenn das in den Indexfolgen von S, und 
$ übereinstimmende Anfangssegment für »—oo unendlich zunimmt, 

Betrachten wir jetzt die Menge u derjenigen reellen Zahlen des 
intervalls (01), deren triadische Entwicklung nur die Ziffern O und 2 
nthält; diese ist eine perfekte, auf dem Intervall (0 1) nirgends dichte 
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Menget). Wir ordnen jedem Stück 5 von M diejenige Zahl der 
Menge u zu, deren triadische Entwicklung nach dem Komma mit 
der Indexfolge von 5 identisch ist. Auf diese Weise entspricht der 
Stückmenge (S) eine Teilmenge u* von u. Die Beziehung zwischen 
den Stücken von (S) und den Zahlen von u* ist eineindeutig und auch 
stetig. In der Tat konvergiert eine Folge von Zahlen &,,%,,... der 
Menge u dann und nur dann gegen eine Zahl x von u, wenn das 
in den triadischen Entwicklungen von x, und x übereinstimmende 
Anfangssegment für »—0oo unendlich zunimmt. Einer Folge von 
Stücken S,, S,, -.., die gegen das Stück S von M konvergiert, ent- 
spricht eine Folge von Zahlen, die gegen die dem Stück S entsprechende 
Zahl konvergiert und umgekehrt. 

Wenn (S) eine perfekte Stückmenge ist, entspricht jeder un- 
endlichen Indexfolge ein und nur ein Stück S, so dab also das 
Bild von (S) auf dem Intervall (01) mit der ganzen Menge u identisch 
ist. Wir haben so das Resultat, daß jede beschränkte perfekte Stück- 
menge, insbesondere auch jede beschränkte nirgends zusammenhängende”) 
perfekte Punktmenge der obigen linearen nirgends dichten perfekten 
Menge homöomorph ıst. 

Wir bemerken endlich, daß bei einer beschränkten nirgends zu- 
sammenhängenden abgeschlossenen Punktmenge M die Durchmesser 
der e-Ketten von M mit e unter jede positive Größe herabsinken. 
Wäre nämlich e, >.e,>... eine gegen 0 konvergierende Folge von 
positiven Zahlen, und P,, P,,... eine Folge von Punkten von M, 
von denen jeder von einem Punkt P von M einen Abstand >d hat 
(4 >0 fest), so daß der Punkt P, mit P durch eine g,-Kette von M 
verbunden ist, so; sei P„ ein Grenzpunkt der=Bolger pr, Pr=3 
P. und P sind dann für jede positive Zahl e durch eine e-Kette von 
M verbunden, so daß es eine verkettete abgeschlossene Teilmenge, 
d.h. ein Teilkontinuum von M gäbe, welches beide Punkte P und P, 
(die nicht zusammenfallen können, da ihr Abstand nicht kleiner als 
d ist) enthält. Das ist ein Widerspruch gegen unsere Annahme. — 
Aus dem Heine-Borelschen Überdeckungssatz folgt ferner, daß es zu 
jeder Zahl d (> 0) eine Zahl e(> 0) gibt, so daß jede e-Kette von 
M einen Durchmesser <.d hat. 


1) Eine konstruktive Herstellung dieser Menge ist die folgende. Man teilt 
das Intervall (01) in drei gleiche Teile und läßt den mittleren Teil 1<x<% 
fort; dann teilt man wieder jedes der übrigbleibenden Intervalle O<Sx<sH, 
3<x0s1in drei gleiche Teile und läßt die ‚mittleren I<r<3, 1<0= 
fort usw. in inf. Was vom Intervall (0 1) übrigbleibt, ist eben die Menge u 
derjenigen reellen Zahlen zwischen 0 und 1, deren triadische Entwicklung nur 
aus Ziffern 0 und 2 besteht. 

?2) Wir bezeichnen eine abgeschlossene Menge als nirgends zusammen- 
hängend, wenn sie keinen aus mehr als einem Punkt bestehenden zusammen- 
hängenden Teil besitzt, oder anders gesagt, wenn ihre Stückmenge aus lauter 
einzelnen Punkten besteht. 
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Sei M eine beschränkte, abgeschlossene Punktmenge und (S) die 
zugehörige Stückmenge. Wir setzen voraus, daß jedes Stück S von M 
‚in der Ebene ein einziges Restgebiet bestimmt. Wir zeigen zunächst, 
daß unter dieser Voraussetzung auch die Restmenge von M aus einem 
einzigen Gebiet besteht. Gesetzt, die Behauptung wäre nicht richtig; 
sei also g, ein von der Menge M bestimmtes beschränktes Gebiet. 
Der (abgeschlossene) Bereich, der aus dem Gebiet g, durch Hinzufügung 
seines Randes entsteht, bestimmt ın der Ebene ein oder mehrere 
Gebiete, sei g, dasjenige unter diesen, welches nicht beschränkt ist. 
Der Rand dieses Gebietes g, ist (nach dem Satz auf S. 37) ein Kon- 
tinuum; er ist ferner eine Teilmenge von M, also entweder ein 
Stück S von M oder eine Teilmenge eines Stückes S von M. Dieses 
Stück S bestimmt dann wenigstens zwei Gebiete in der Ebene, gegen 
unsere Annahme. — Daraus folgt insbesondere, daß eine nirgends 
zusammenhängende abgeschlossene Punktmenge in der Ebene ein 
einziges Restgebiet bestimmt. 

Zu der Menge M bestimmen wir nun eine sie approximierende 
Polygonfolge.e. — Dazu dient die folgende, von Runge eingeführte 
und seitdem klassisch gewordene Methode, zu einer beliebigen posi- 
tiven Zahl &e Polygonbereiche anzugeben, die die Menge M im Ab- 
stand ge approximieren: man nimmt eine quadratische Teilung der 


Ebene mit der Seitenlänge und nimmt aus ıhr sämtliche Quadrate, 


€ 

9? 
die in ihrem Innern oder auf dem Rand einen Punkt von M ent- 
halten; diese Quadrate bilden zusammen einen oder mehrere solche 
Polygonbereiche, die sämtliche Punkte der Menge M enthalten, und 
deren Punkte von der Menge M einen Abstand <e besitzen. — 
Eine andere Art von approximierenden Polygonbereichen entsteht, 
wenn man zu diesen Bereichen noch sämtliche anstoßende Quadrate 
der Teilung hinzunimmt; die so entstehenden Polygonbereiche heißen 
die die Menge M im mittleren Abstand e approximierenden Polygon- 
\bereiche; sie haben die Eigenschaft, daß jeder zu einem solchen Be- 


reich gehörige Punkt einen Abstand < = von der Menge M besitzt, 


und andererseits gehört auch jeder Punkt der Ebene, dessen Abstand 
von der Menge M kleiner als > ist, zu einem von diesen Polygon- 
bereichen. 

Wir wählen nun eine positive Zahl e,, so daß die Menge M ın 
wenigstens zwei e,-Ketten zerfällt, wenn sie. nur nicht aus einem ein- 
zigen Stück besteht. Wir unterziehen die Ebene einer quadratischen 
Teilung mit einer Seitenlänge < r- und heben sämtliche Quadrate 


dieser Teilung heraus, die einen Punkt von M in ihrem Innern oder auf 
v. Ker&kjärtö, Topologie. 4 
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dem Rand enthalten. Diese Quadrate zusammen bilden gewisse Poly- 
gonbereiche. Wir modifizieren diese Bereiche derart, daß die ıhre 
Ränder bildenden Polygone einander nicht treffen. Zwei solche Rand- 
polygone können sich nämlich nur in einem solchen Eckpunkt treffen, 
in welchem zwei schräg gegenüberliegende Quadrate zu den Bereichen 
gehören, während die beiden anderen an diesem Eckpunkt anstoßenden 
Quadrate der Teilung keinen Punkt von M enthalten. Um diesen Eck- 
punkt nehmen wir ein hinreichend kleines Quadrat an, welches in seinem 
Innern und auf dem Rand keinen Punkt von M enthält, und lassen aus 
den Bereichen die im Innern dieses Quadrates liegenden Punkte fort. 
Durch diese Modifizierung erhält man solche Polygonbereiche, die von 
einander nicht treffenden Polygonen berandet sind, und deren Punkte 
von der Menge M einen Abstand <e, haben; sämtliche Punkte 
von M liegen dabei im Innern dieser Bereiche. 


Nehmen wir einen von diesen Polygonbereichen, der etwa von 
dem äußeren Randpolygon z, und von den inneren Randpolygonen 
As dla... u Derandet ist. Wir ersetzen ihn durch einen Teil- 
bereich, der von einem einzigen Polygon berandet wird, und welcher 
sämtliche in dem ersten Bereich liegende Punkte von M im Innern 
enthält. Da nämlich die Menge M in der Ebene ein einziges Rest- 
gebiet bestimmt, können wir z, mit z, durch einen M nicht treffen- 
den Weg verbinden; wir nehmen einen zwischen z, und z, liegen- 
den, diese beiden Polygone verbindenden Teil dieses Weges und 
bezeichnen ihn mit /. Dann nehmen wir einen zweiten Weg / sehr 
nahe bei /, etwa aus zu den Strecken von / parallelen Strecken be- 
stehend, so daß 2 und /’ zusammen einen von M fremden Teil- 
bereich von dem ursprünglichen Polygonbereich abtrennen. Das Innere 
dieses Teeilbereiches lassen wir von dem ursprünglichen Polygon- 
bereich fort. So entsteht ein anderer Polygonbereich, der ein Rand- 
polygon weniger hat als der erste und der sämtliche im ersten 
liegende Punkte von M in seinem Innern enthält. Auf diese Weise 
fortfahrend bekommen wir endlich statt des von den Polygonen x, 
7, +. ., a, berandeten Polygonbereiches einen solchen, dessen Rand 
aus einem einzigen Polygon besteht. Für die anderen Polygon- 
bereiche verfahren wir ähnlich. Endlich bekommen wir n solche 
Polygone, ‚die wir. wieder mit ru, wu,..., 20. ‚bezeichnen wollen, 
welche außerhalb voneinander liegen, in ihrem Innern sämtliche Punkte 
von M enthalten, und deren Rand- und innere Punkte von der 
Menge M einen Abstand <e, haben. Diese Polygone bezeichnen 


wir als Polygone erster Ordnung. 
Wir wählen jetzt eine positive Zahl «, (0 <e,<) so klein, 
daß erstens e, kleiner ist als der Abstand der Menge M von den 


Polygonen r,,77,,...,,, und daß zweitens die in z, liegende Teil- 


n? 
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menge von M, wenn nur sie aus wenigstens zwei Stücken besteht, 
in wenigstens zwei e,-Ketten zerfällt, für jedes v„=1,2,...,n. Wir 
unterziehen die Ebene einer quadratischen Teilung mit einer Seiten- 


länge < a und heben diejenigen Quadrate heraus, die einen Punkt 


von M in ihrem Innern oder auf dem Rand enthalten. So entstehen 
endlich viele Polygonbereiche, deren jeder im Innern eines Polygons 
erster Ordnung liegt. Mit diesen Bereichen verfahren wir genau wie 
oben und erhalten als Polygone zweiter Ordnung zu bezeichnende 
Polygone, die außerhalb voneinander und innerhalb der Polygone 
erster Ordnung liegen, M in ihrem Innern enthalten und deren Rand- 
und innere Punkte von der Menge M einen Abstand < €, haben. 
Auf die gleiche Weise fahren wir fort und erhalten eine Folge von 
Polygonen der ersten, zweiten, ...,%-ten Ordnung mit den folgenden 
Eigenschaften: | 


1. Die Polygone k-ter Ordnung liegen alle außerhalb voneinander 
und ım Innern der Polygone k — 1-ter Ordnung. 


2. Jedes Polygon enthält wenigstens einen Punkt von M in seinem 
Innern, und sämtliche Punkte von M sind in den Innern der Poly- 
Bene %-ter Ordnung enthalten, für jedes =1,2,.... 


3. Zu einem nicht auf M liegenden Punkt der Ebene gibt es 
eine Zahl k, so daß dieser Punkt außerhalb der Polygone k-ter Ord- 
nung (und also auch k + h-ter Ordnung, h > 0) liegt. 


Wir bemerken nach: wenn die im Innern eines Polygons k-ter 
Ordnung liegende Teilmenge von M nicht aus einem einzigen Stück be- 
steht, so gibt es im Innern dieses Polygons k-ter Ordnung wenig- 
stens zwei Polygone k 4 1-ter Ordnung; insbesondere ist dies immer 
der Fall, wenn die Stückmenge (S) perfekt ist. — Falls ferner die 
Menge M eine nirgends zusammenhängende Punktmenge ist, so kon- 
vergieren die Durchmesser der Polygone %k-ter Ordnung mit wach- 
sendem k gegen 0; das folgt aus der Tatsache, daß die &-Ketten 
einer solchen Menge mit e gegen 0 konvergierende Durchmesser 
haben. — 


Mit Hilfe der obigen approximierenden Polygonfolge beweisen 
wir nach Antoine den von F. Riesz herrührenden Satz!), daB durch 
jede beschränkte, nirgends zusammenhängende abgeschlossene Punkt- 
menge eine einfache geschlossene Kurve gelegt werden kann. Unter 
einer einfachen geschlossenen Kurve (auch Jordansche Kurve genannt) 
verstehen wir das topologische Bild einer Kreislinie. — Wir nehmen 
zuerst die Polygone erster Ordnung 7,,7,,...,7, und auf jedem 
Polygon 7x, zwei Punkte A, und B,, und verbinden der Reihe 


1) s.C.R. 141, S. 650. 1905. 
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nach‘ die Punkte A, und. B,, A, undıB,,.. .„rAu2ı undsB’-durgs 
im Äußern der Polygone z, liegende Wege, die einander nicht treffen. 
Zugleich zerlegen wir die Kreislinie k in 2n gleiche Teile durch die 
Punkte. 4,',B/, 4,6 Bas. 2: 1An-u Due die inzderanzesebenene 
klischen Reihenfolge aufeinander folgen, und bilden jeden Weg A,B,+ı 
auf denjenigen Bogen A7},B},,ı ab (so daß die Endpunkte mit gleichem 
Namen einander entsprechen), welcher keinen weiteren Punkt A’ oder 
B’ enthält. Im Innern des Polygons z, nehmen wir auf jedem Poly- 
gon ,, (0=1,2,...,r) zweiter Ordnung zwei Punkte A,, und B,® 
an, und verbinden der Reihe nach die Punkte A, und B,;, A,ı und 
B,s,.:-., A,, und B, miteinander durch einander nicht treffende 
Wege, die innerhalb des Polygons x, und außerhalb der Polygone 
zweiter Ordnung verlaufen. Den Kreisbogen A,B, zerlegen wir 
in 2r+1 gleiche Teile durch die aufeinander folgenden Punkte A,', B, 1, 
A}1: Bis; --, 4,,, By, und bilden jeden’ Wes A, B, ea, 2 
B,.r+1 = B,) auf den entsprechenden Kreisbogen A, , B,,.+1 eineindeutig 
und stetig ab, so daß die Endpunkte mit gleichen Namen einander ent 
sprechen. Auf diese Weise fortfahrend erhalten wir eine Folge von 
Wegen AB, die auf eine auf der Kreislinie k überall dichte Punktmenge 
eineindeutig und stetig abgebildet wird. Indem wir zu der Menge der auf 
diesen Wegen liegenden Punkte ihre sämtlichen Grenzpunkte hinzu- 
fügen, bekommen wir eine Menge j, die sämtliche Punkte von M 
enthält. Für die Menge 7 erweitert sich die ursprünglich nur für die 
Wege AB erklärte Abbildung in eineindeutiger und stetiger Weise, 
indem wir zu jedem Punkt von 7, der nicht auf den Wegen AB 
liegt, eine gegen ihn konvergierende Folge von Endpunkten der 
Wege AB bestimmen und den Grenzpunkt der ihnen entsprechenden 
Punkte auf der Kreislinie als Bild dem betreffenden Punkt von 7 
entsprechen lassen. Daß auf diese Weise eine topologische Abbil- 
dung der Menge 7 auf die Kreislinie erhalten wird, ist klar; denn 
sowohl die Wege AB als auch die ihnen entsprechenden Kreis- 
bögen A’B’ haben bei dem Fortschreiten des Verfahrens unter jede 
positive Grenze herabsinkende Durchmesser. — 


Wir werden hier noch eine andere Approximation der Stück- 
menge (S$) angeben, die sich an die im vorigen Paragraphen dar- 
gestellte Zerlegung der Menge M in die sukzessiven Teilmengen 
MM Ms Mao Mas > anschlene me u ser alen M. Ms 
M oo: Moa> Mao: Mas; ;;; eine Folge von abgeschlossenen Mengen mit 
den folgenden Eigenschaften: 

1. Die Mengen M, und M, sind fremde abgeschlossene Teilmengen 


von M, die M zugleich erschöpfen. Die Mengen M„ as... a,o und 
M u. sind zwei fremde abgeschlossene Teilmengen von 


Me,e,...o,, die zusammen M„c.,...a, eischöpfen. Wenn M.a... of 
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aus einem einzigen Stück besteht, so ist Maya. "ayPßıßz... B, MUT 


für den Fall 6, =ß,= ..:=f,=0 definiert, und zwar ist 
Re 407.0 Daram ee ne RR MIET 1 t nat TE Made ng 
2. Zu jeder unendlichen Indexfolge «, «, ... gibt es eine Folge 
von Anfangssegmenten &, 4, ... &y, Ay Gy... ya -- WERTEN. 


BrdaB M..a ... a, aus einer einzigen &, Kette besteht (e, >, > ...—0). 


Zu dieser Folge von Mengen bestimmen wir eine Folge von Poly- 
gonen II, 11,; Ilgg, gg; Iso; Has; - .. mit den folgenden Eigenschaften: 

Be earound IL, o,g liegen innerhalb von IT, 
und außerhalb voneinander. 

2. Oaas...a, enthält die Menge Mares... ce, in seinem; Innern, 

3. Zu jedem nicht zu M gehörenden Punkt der Ebene gibt es 
einen Index n derart, daß dieser Punkt zu keinem der Polygonbereiche 
a...., X >n) gehört. 
. Diese Polygonfolge konstruieren wir mit Hilfe der obigen ap- 
proximierenden Polygonfolge. Sei &, (> 0) der Abstand von M, und 
M,.- Wir nehmen eine quadratische Teilung der Ebene mit einer 


ı a ... 109g ... 0, 


Seitenlänge == Wir heben diejenigen Quadrate dieser Teilung 


heraus, die einen Punkt von M enthalten. Diese Quadrate bilden gewisse 
Polygonbereiche, von denen keiner zugleich Punkte von M, und von M, 
enthalten kann. Diese Polygonbereiche modifizieren wir genau so wie 
oben, und erhalten gewisse Polygone erster Ordnung 7, 77, ..., 77, und 
m, g; er 1a die außerhalb voneinander liegen und die folgenden 
Eigenschaften haben: jeder Punkt von M, ist im Innern eines Poly- 
gons z,, jeder Punkt von M, im Innern eines Polygons z, enthalten; 
jedes Polygon zz, (z,/) enthält in seinem Innern wenigstens einen Punkt 
von M; jeder im Innern von x, (z,) oder auf z, (n,) liegende Punkt 
hat einen Abstand < &, von der Menge M. 

Wir verbinden die Polygone z, und z,, r, und 7,,...., 7%, -ı und 
7, durch einander nicht treffende, im Äußern von re, 00, 8.05, 00, 
verlaufende Wege 2, 1,,...,lx-ı, dann nehmen wir bei jedem Weg ], 
einen sehr nahe bei ihm verlaufenden Weg //, so daß die Wege 
Bi..,l_1,4,lgs..., lg -ı einander nicht treffen und }/ zusammen 
mit /, ein von den Polygonen r,, nz, fremdes Gebiet im Außengebiet 
dieser Polygone bestimmt. Nehmen wir diese Gebiete zu den 
Polygonbereichen (z, ), (77,), : - ., (77,) hinzu, so entsteht ein von einem ein- 
zigen Polygon //, berandeter Bereich, der sämtliche Punkte von M, in 
seinem Innern, und sämtliche Punkte von M, in seinem Äußern hat. Auf 
die gleiche Weise erweitern wir die Polygonbereiche (z,’), (ng ),- - -, (77) 
zu einem von einem einzigen Polygon I/, berandeten Bereich. I/, ent- 
hält sämtliche Punkte von M,, II, die von M,, und die Polygone 
II, und IT, liegen außerhalb voneinander. 
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Wir nehmen jetzt die Mengen Mg0; Mys und M,» M.,, bestimmen 
eine Zahl 2, >0, so daß M,, und M,s und ebenso M,. und M.. 
einen Abstand >e, voneinander haben, und wählen &, hinreichend 
klein, so daß jeder Punkt von M von den Polygonen I/, und II, 
einen Abstand >e, hat. Dann unterziehen wir die Ebene einer 


es 


quadratischen Teilung mit einer Seitenlänge < =, und heben die- 


jenigen Quadrate heraus, die einen Punkt von M enthalten. Die Polygon- 
bereiche, die von diesen Quadraten gebildet werden, modifizieren wir 
wie oben, so daß die Polygone zweiter Ordnung 719, Aggı +++ 
E01 083 > +5 Aygs Agas -«.) Ar, 7a, ... entstehen, die sämtlich außerhalb 
voneinander liegen und jeden Punkt von M in ihren Innern ent- 
halten, und deren innere Punkte einen Abstand <e, von der Menge M 
haben. Die Polygone n,,, Ag; --., die die Punkte von M,, enthalten, 
erweitern wir zu einem von einem einzigen Polygon I//,, berandeten 
Bereich, und dasselbe machen wir auch mit den anderen Mengen 
M «,a,, bzw. den sie umfassenden Polygonen. Die einzige Beschränkung, 
die wir uns bei diesem Verfahren auferlegen, ist, daß wenn eine 
der Mengen M„,a, Im Innern eines einzigen Polygons erster Ordnung 
nr; bzw. n; liegt, dann die Bereiche, die die Polygone zweiter Ordnung 
zu dem einzigen Polygonbereich //, ., erweitern, im Innern dieses 
Polygons erster Ordnung gewählt werden sollen. Auf diese Weise fahren 
wir fort. So erhalten wir eine Folge von Polygonen mit den obigen 
Eigenschaften 1., 2., 3. — 


Seien M und M’ zwei beschränkte abgeschlossene Punktmengen 
seien ferner (S) und (S”) die zugehörigen Stückmengen, von denen 
wir voraussetzen, daß sie homöomorph sind, und daß jedes Stück $ 
oder S’ nur ein Gebiet in der Ebene bestimmt, Wir bestimmen eine 
Folge von Teilmengen,M „Ma; Moos Mon Macs von Ver 
den oben angegebenen Eigenschaften 1., 2., etwa nach dem im 
vorigen Paragraphen angegebenen Verfahren. Laut der vorgelegten 
topologischen Beziehung zwischen den Stücken von M und M’ ent- 
sprechen den Mengen Ma,0s...a, Teilmengen M%,a,...a, von M’ mit 
den gleichen Eigenschaften 1. und 2. Nach der eben auseinander- 
gesetzten Methode bestimmen wir die Polygonfolgen II,, II,; IT 


Lie, TIERE NER a! REN IE Ilo; Ile, Ilso; es nit den 
obigen Eigenschaften. Wir erhalten auf diese Weise solche approxi- 
mierenden Polygonfolgen, daß die in I], RER enthaltene Teilmenge 
von M laut der gegebenen topologischen Beziehung zwischen den 
Stücken S und S’ der in ZI, @2...a, enthaltenen Teilmenge von Mi 


entspricht. — 


Sei nun M eine beschränkte abgeschlossene Punktmenge, von 
welcher wir nur voraussetzen, daß kein Stück von M durch ein 
anderes Stück von M vom Unendlichen getrennt wird. Wir ersetzen 


ms 
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jedes Stück 5 von M durch ein Kontinuum, welches aus den Punkten 
von S und aus den Punkten der beschränkten Restgebiete von S be- 
steht. So entsteht eine neue Stückmenge, für welche die obigen 
Betrachtungen gültig sind. Für die ursprüngliche Menge (S) erhalten 
wir somit das folgende Ergebnis: es läßt sich eine Folge von Polygonen 
Beil Une: Hass Hass. angeben „mit. den. „obigen Eigen- 
schaften 1. und 2., ferner: 

3. Zu jedem Punkt P, welcher durch kein Stück S vom Unend- 
lichen getrennt wird, gibt es eine Zahl n, so daß P außerhalb der 
Polygone Ila,as...a, (? > n) liegt. — 

Wir erwähnen noch einen später zu gebrauchenden Hilfssatz, 
der sich aus den obigen Betrachtungen leicht ergibt. 

Sei M eine beschränkte, aus lauter isolierten Punkten bestehende 
Punktmenge, deren Ableitung M’ eine nirgends zusammenhängende (ab- 
geschlossene) Punktmenge ıst; sei N eine andere ebensolche Punktmenge, 
deren Ableitung N’ mit M’ homöomorph ist, und sei & eine topologische 
Abbildung von M’ auf N’. Dann läßt sich eine topologische Abbildung 
von M-+M’ auf N-+N'’ angeben, die auf M’ mit « übereinstimmt. 

Nach dem oben (S. 51) bewiesenen Satz von F. Riesz läßt sich eine 


einfache geschlossene Kurve 7, durch die Punkte von M-+ M' legen. 
Durch die Punkte N + N’ legen wir eine solche einfache geschlossene 


Kurve ;,, daß die Punkte von N’ aufj, die gleiche zyklische Ordnung 


| 


haben, wie die ihnen laut « entsprechenden Punkte von M’ auf 7,.') 
Auf der Kreislinie k, bzw. k,, deren topologisches Bild 7, bzw. 7, 
ist, betrachten wir die Menge, de M+M’ bzw. N+N ent 
spricht; wir bezeichnen sie wieder mit den gleichen Zeichen. Auf 
k, nehmen wir ein topologisches Bild von M-+M’, so daß jeder 
Punkt von M’ sich selbst entspricht und die Menge M in eine solche 
Menge M, übergeht, daß jeder Punkt von M’ auf k, beiderseitiger 
Grenzpunkt von M,„ ist (vgl. $ 4); dasselbe machen wir mit N-+N. 


Sei nun b, ein solcher Bogen von k,, dessen Endpunkte beide zu 
, M’ gehören, und der bis auf seine Endpunkte von M’ fremd ist; 
‘dem Bogen b, entspricht ein Bogen b, von %k,, dessen Endpunkte 


die den Endpunkten von 5b, laut « entsprechenden Punkte von N’ 
sind, und der sonst von N’ frei ist. Die auf dem Bogen b, liegen- 
den Punkte von M,+ M’ lassen wir den auf b, liegenden Punkten 


“von N,+ N’ entsprechen, mit Erhaltung der linearen Ordnungs- 


| 
/ 


relationen auf b, bzw. b,, so daß dabei in den Punkten von M’ (d.h. 


1) Die darin liegende leichte Erweiterung des Rieszschen Satzes ergibt 
sich aus dem oben für denselben dargestellten Beweis, indem wir statt der 
daselbst gebrauchten Polygone x die Polygonfolge /I,,II,, ... zugrunde legen 
und die auf der vorigen Seite gemachte Bemerkung, betreffend die an eine 
topologische Abbildung anschließenden approximierenden Polygonfolgen, be- 


 rücksichtigen. 
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in den Endpunkten von b,) die Beziehung mit « übereinstimmt. Be- 
handeln wir alle Bogen b, (deren Gesamtheit eine abzählbare Menge 
bildet) genau so, so bekommen wir eine topologische Abbildung von 
M,-+ M’ auf N,+ N’, die auf M’ mit « übereinstimmt; dadurch ist 


auch zwischen M-+ M’ und N-+ N’ eine auf M’ bzw. N’ mit « über- 


einstimmende topologische Beziehung erhalten. 


S 7. Die Charakteristiken abgeschlossener Mengen. 


Sei M eine abgeschlossene nirgends zusammenhängende, be- 
schränkte Punktmenge. Die Menge M,„ der isolierten Punkte von M 
bezeichnen wir als Adhärenz O-ter Ordnung von M. Die Ableitung 
von M, d.h. die Menge M! der Grenzpunkte von M, ‚ergibt zusammen 
mit der Menge M, die ganze Menge M—= M,-+ M*. Ähnlicherweise 
bilden wir die Menge M, der isolierten Punkte von M', die als 
Adhärenz erster Ordnung und deren Punkte als Punkte erster Ordnung 
von M bezeichnet werden. Auf diese Weise fortfahrend definieren 
wir die Mengen M,„ bzw. die Punkte »„-ter Ordnung von M, für 
jede endliche Zahl ». — Die Grenzmenge der Ableitungen M, M?, ... 
erklären wir als Ableitung w-ter Ordnung von M, wir bezeichnen sie 
mit M®, ihre Adhärenz als Adhärenz w-ter Ordnung von M. —- Ebenso 
erklären wir die Adhärenz «-ter Odnung für jede abzählbare Ordnungs- 
zahl @«.. — Nach dem in $ 5 dargestellten Reduktionssatz von Cantor 
gibt es eine solche kleinste abzählbare Ordnungszahl «, daß die Ad- 
härenz «-ter Ordnung von M keinen Punkt besitzt. Entweder bilden 
die Punkte von M, die zu keiner der Adhärenzen M, (» < «) gehören, 
eine perfekte Menge M“ — dies ist dann immer und nur dann der Fall, 
wenn die Menge M nicht abzählbar ist; oder, wenn M abzählbar ist, 
so ist die kleinste abzählbare Ordnungszahl «, für welche die Ad- 
härenz «-ter Ordnung verschwindet, keine Limeszahl!), und jeder 
Punkt von M gehört zu einer (und nur zu einer) der Adhä- 
renzen M, <a). 

Als Charakteristik der Menge M bezeichnen wir das Zahlen- 
tripel («, f, y), wo « die oben erklärte kleinste abzählbare Ordnungs- 
zahl bedeutet, für welche die Adhärenz M,„ die Nullmenge ist; $ be- 
deutet die Anzahl der Punkte der Adhärenz « — 1-ter Ordnung (sie 


ist endlich oder abzählbar unendlich), oder wenn « eine Limeszahl- 


ist, so bedeutet 5 die Mächtigkeit einer abzählbaren Menge; y ist O, 


oder die Mächtigkeit c des Kontinuums, je nachdem nach der Ab- 


!) Sei nämlich v, <», <... eine gegen « konvergierende Folge von ab- 
zählbaren Ordnungszahlen; die abgeschlossenen Mengen M”!, M’”:,..., von 
denen jede eine Teilmenge der vorangehenden ist, haben wenigstens einen 
gemeinsamen Punkt, welcher also zugleich ein Punkt von M* ist. 


es ı 
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trennung sämtliche Adhärenzen kein Punkt von M oder eine perfekte 
Menge übrigbleibt. 

Seien M und N zwei abgeschlossene, nirgends zusammen- 
hängende beschränkte Punktmengen. Wenn zwischen den Punkten 
von M und N eine eineindeutige stetige Beziehung besteht, so ent- 
sprechen dabei die Punkte »-ter Ordnung von M den Punkten »-ter 
Ordnung von N für jede abzählbare Ordnungszahl »; ferner entspricht 
dem perfekten Kern von M, der nach der Abspaltung der Adhärenzen 
übrigbleibt, der perfekte Kern von N. Die beiden Mengen M und N 
haben also gleiche Charakteristiken. — Wenn die Charakteristik 
(@, ß,y)= (@, n, 0) oder -(0,0,c) ist, d. h. wenn die Menge M ab- 
zählbar oder perfekt ist, so besteht von dieser Behauptung auch 
die Umkehrung, nämlich daß in diesen beiden Fällen für die 
Homöomorphie der Mengen M und N die Übereinstimmung ihrer 
Charakteristiken auch hinreichend ist. In anderen Fällen bildet aber 
die Gesamtheit der zur gleichen Charakteristik gehörigen, topologisch 
verschiedenen Punktmengen eine Menge von der Mächtigkeit des 
Kontinuums. 

Wir wollen nur zeigen, daß die Menge der topologisch verschie- 
denen nirgends zusammenhängenden abgeschlossenen Punktmengen 
die Mächtigkeit c des Kontinuums besitzt. Man kann leicht Mengen 
M angeben, bei denen die n-te Adhärenz von M auf dem perfekten 
Kern M*? von M einen solchen Grenzpunkt besitzt, der für die 
Adhärenzen M, (v» > n) kein Grenzpunkt ist; wir bezeichnen ihn als 
einen eigenen Grenzpunkt von M,„ auf M®. Ähnlich können wir 
jedem dyadischen Bruch !=0,1t,t,... eine solche Menge M zu- 
‘ordnen, deren n-te Adhärenz (n = endliche Zahl) auf dem perfekten 
Kern von M einen eigenen Grenzpunkt besitzt, oder nicht, je nach- 
‚dem m eader Brise. Die?Mengen,,die auf diesenWeise den 


1) Auf dem Intervall 0<y<1l können wir eine abzählbare Menge M, an- 


geben, deren n-te Ableitung aus dem einzigen Punkt y=0 besteht; als M, 
nehmen wir die Menge: 


1 
u Un: = 1,2, se, 
271 
M, sei die Menge: 
1 1 R 
Er (m, < Ms) ; 
De - 
im allgemeinen sei M,„ die Menge: 
1 1 1 p : 
Sa a 1a: Fee 1 ersın,)- 
mama" Tom, (m, <m, < ) 
Sei nun i=0,,2,... eine beliebige reelle Zahl zwischen O0 und 1 in dyadi- 


scher Entwicklung. Nehmen wir eine Menge M, die aus der Menge M, der 
Zahlen des Intervalls 0O<xz<1, deren triadische Entwicklung nur die Ziffern 
0 und 2 enthält, derart entsteht, daß wir auf der Strecke 

| 
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verschiedenen dyadischen Brüchen Z entsprechen, sind sämtlich von- 
einander topologisch verschieden, und folglich bilden sie eine Teil- 
menge von der Mächtigkeit des Kontinuums der Gesamtheit von sämt- 
lichen topologisch verschiedenen nirgends zusammenhängenden ab- 
geschlossenen Mengen. 

Andererseits hat die Menge sämtlicher abgeschlossener ebener 
Punktmengen die Mächtigkeit des Kontinuums, nach einem Satze von 
F. Bernstein. Wir werden hier nur noch zeigen, daß sie Teilmenge 
einer Menge von der Mächtigkeit des Kontinuums ist. — Jede ab- 
geschlossene Menge läßt sich als Ableitung einer abzählbaren Menge 
darstellen; wir wählen nämlich eine Folge von sukzessiven quadrati- 
schen Teilungen der Ebene und heben aus jeder Teilung diejenigen 
(endlich oder abzählbar unendlich vielen) Quadrate heraus, die Punkte 
der Menge M enthalten; diese Quadrate ordnen wir in eine gewöhn- 
liche Folge. Dann nehmen wir in jedem von diesen Quadraten der 
Reihe nach je einen von den bereits gewählten verschiedenen Punkt 
und erhalten so eine abzählbare ‚Menge, deren Ableitung mit M 
identisch ist. Die Gesamtheit der abgeschlossenen Mengen ist somit 
äquivalent einer Teilmenge der Menge der abzählbaren Mengen. Letz- 
tere hat die Mächtigkeit c"—=c, da sie als Belegung!) einer abzähl- 
baren Menge mit den Elementen einer Menge von der Mächtigkeit © 
des Kontinuums (nämlich mit den Punkten der Ebene) entsteht. Nach 
dem Bernsteinschen Aquivalenzsatz”) folgt endlich die obige Behauptung, 
nämlich, daß die Menge der topologisch verschiedenen nirgends zu- 
sammenhängenden abgeschlossenen Punktmengen die Mächtigkeit des 
Kontinuums besitzt. 


die Menge M, anbringen, oder nicht, je nachdem t,= 1 bzw. 0 ist, und diese 
Mengen M,„ zu M, hinzunehmen. 

1) Siehe Schoenflies, Bericht I, S. 13 und 58, und Hausdorff: Grundzüge 
S. 37 und 67. . 

2) Der Bernsteinsche Äquivalenzsatz lautet: Wenn eine Menge M mit 
einer Teilmenge N’ der Menge N, und N mit einer Teilmenge M’ von M 
gleiche Mächtigkeit hat, so haben die Mengen M und N gleiche Mächtigkeit. 
Siehe Schoenflies, Bericht I, und Hausdorff, Grundzüge S. 48. 


Zweiter Abschnitt. 


Kurven. 


S I. Der Jordansche Kurvensatz. 


Als eine einfache geschlossene Kurve (oder Jordansche Kurve) 
wird das topologische Bild einer Kreislinie bezeichnet. Wir setzen 
hier voraus, daß sie in der Ebene liegt, dann können wir sie durch 
zwei eindeutige stetige Funktionen eines Parameters t (O<t<1) 
ausdrücken: 


BDA 

ey) 
wobei gleichzeitig z()=x(f) und y()=y(f), fürt<r, dann und 
nur dann besteht, wenn ?=0, ? =1 ist. — Unter einem einfachen 


"Bogen verstehen wir das topologische Bild eines abgeschlossenen 
Intervalls, unter End- bzw. inneren Punkten des Bogens die Bilder der 
End- bzw. inneren Punkte des Intervalls. 

Der grundlegende Satz von Jordan besagt, daß eine einfache ge- 
schlossene Kurve in der Ebene zwei Gebiete bestimmt, deren gemein- 
samen Rand sie bildet. 

Wir bringen hier einen Beweis dieses Satzes, aus dem sich auch 
die weiterhin zu nennenden Zusätze ergeben. 


Sei z ein Kreis, j ein topologisches Bild von 7’ in der Ebene. 
Da j beschränkt ist, können wir ein hinreichend großes Quadrat g 
angeben, welches j in seinem Innern enthält. Einen Punkt R des 
'Quadrates g verbinden wir mit einem Punkte von 7 durch eine Strecke 
und nehmen von R aus ihren ersten auf 7 liegenden Punkt U; die 
Strecke RU bezeichnen wir mit }. Sei U’ der U entsprechende 
‚Punkt von 7, und seien P/, P}, Qi, 03 beliebige Punkte auf 7’, die 
mit U’ zusammen die zyklische Ordnung (Pj, P3, 01, U’, 03) bilden. 
Die abgeschlossenen Kreisbögen P/ Ps, P3 01, 0103, 03 Pi bezeichnen 
wir mit ci, d/, c3, da; die entsprechenden Bilder auf 7 mit den gleichen 
Buchstaben ohne Strich. 

Weil di und d3 keinen gemeinsamen Punkt haben, sind auch 
ihre Bilder, die Bögen d, und d, fremd, da sie ferner abge- 
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schlossene beschränkte Mengen sind, so haben sie einen nicht ver- 
schwindenden Abstand; ebenso die beiden Mengen c, und c,-+1; 
sei ö(> 0) der kleinere von diesen beiden Abständen. Das Quadrat q 
zerlegen wir durch sukzessive Seitenhalbierungen in Teilquadrate mit 


einer Seitenlänge < z,; wir können dabei voraussetzen, daß P, und P, 


im Innern je eines solchen Quadrates x, bzw. z, liegen. z, und, 
sind voneinander fremd, ferner kann z, die Menge d +c%,-]1 
und z, die Menge d, + c, + nicht treffen (s. Fig. 3). Die Menge 


Fig. 3. 


derjenigen Punkte von c, bzw. d, bzw. d,, die nicht zum Innern 
von z, oder von z, gehören, bezeichnen wir mit ci bzw. di bzw. dy. 
Da c, und d, nur den einzigen Punkt P, gemeinsam haben, so sind 
die Mengen ci und d* voneinander fremd, ebenso auch die Mengen cf 
und d3; folglich haben die (abgeschlossenen) Mengen cf und df+ ds 
einen Abstand ö* > 0. Wir nehmen eine Unterteilung der obigen qua- 


x x 
dratischen Teilung, mit einer Seitenlänge < 2 und u sei die Menge 


derjenigen Quadrate, die einen Punkt von cf‘ im Innern oder auf dem 
Rand haben; diese Quadrate sind von df-+ d$-+c,-+1, also auch 
von d,+d,+c,+! frei. Sie bilden zusammen mit z, und 4 
einen Polygonbereich, dessen äußerer Rand von einem Polygon IT 
gebildet wird. | 
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Das Polygon /I enthält den Bogen c, in seinem Innern; ferner 
liegt c, im Äußern von //, da nämlich das Kontinuum c,—+ I von 
II frei ist und einen Punkt R außerhalb von // hat. Wir werden 
zeigen, daß I/ sich in vier solche Wege u, +v, +u,+v, zerlegen 
läßt, von denen u, und «, von 7, v, von d,, und vo, von d, frei ist. 
Zu diesem Zweck genügt es einzusehen, daß es auf /]/ genau zwei 
Wege u, und u, gibt, die zn, mit , verbinden. Zuerst ist es klar, 
daß z, (und ebenso r,) wenigstens einen Punkt auf 7] besitzt; denn 
derjenige zusammenhängende Teil von d$, der den Punkt Q, enthält, 
liegt im Äußern von II und besitzt einen Grenzpunkt auf m,. — 
Wir gehen nun von einem zu z, gehörigen Punkte C von // in einer 
Richtung auf // bis zum ersten zu z, gehörigen Punkt A, dann von 
diesem Punkt in der umgekehrten Richtung bis zum ersten Punkte B 
von zz,; so bekommen wir einen Weg AB=u,, der einen Endpunkt 
auf z,, den anderen auf z, hat, sonst aber weder z, noch x, trifit. 
Vom Punkte C in der anderen Richtung ausgehend, bekommen 
wir einen anderen ebensolchen Weg DE=u, von Il. Den Weg 
BCD von I] bezeichnen wir mit v,, und denjenigen Weg AE von 
II, der den Punkt C nicht enthält, mit v, (s. Fig. 4). v, enthält 


U; 
Fig. 4. 


keinen Punkt von z,; die Strecke AE = o bildet nämlich zusammen 
mit u, +v, + u, ein Polygon, in dessen Außerem v, liegt, da o im 
Innern von YW=v,-+ (u, +v, +u,) liegt (s. Satz II, in I $1); an- 
dererseits liegen die von v, verschiedenen Punkte von z, innerhalb 
des Polygons u, +v, +u,-+.0; folglich kann v, das Polygon z, 
nicht treffen. 

Wir haben also ein Polygon U=u,-+v,+u,-+v, mit den 
folgenden Eigenschaften: c, liegt innerhalb, c, außerhalb von //; die 
beiden Wege u, und «, von II sind von 7 frei, der Weg v, ist von 
d,, und v, von d, frei. 

Sei M, ein Punkt von «,, und M, ein Punkt von u,. Wir be- 
haupten, daß jeder Weg w, der M, und M, verbindet, die Kurve 7 


62 II. Kurven. 


trıfft. — Gesetzt, dies wäre nicht der Fall; sei also w ein 7 nicht 
treffender Weg, der M, und M, verbindet; die beiden Wege M,M, 
und M,M, von II bezeichnen wir mit w, und w,. Dann werden c, 
und c, voneinander entweder durch w, +w oder durch w, +w ge- 
trennt; sei nämlich €, : bzw. C, je. ein Pünkt von c, bzw. von’ 
w und w, je ein die Punkte C, und C, verbindender Weg, von 
denen w,’ von w, + w, und w, von w + w frei ist. Wir können 
voraussetzen, daß w,' und w,' nur die beiden Punkte C, und C, ge: 
meinsam haben, also zusammen ein Polygon bilden!), welches laut 
der Voraussetzung w nicht trifft. Nach Satz IV in I $1 folgt aber, 
daß von den beiden Punkten M, und M, einer im Innern, der andere 
im Äußern von w,’-+ w, liegt, es ist also unmöglich, daß der die 
Punkte M, und M, verbindende Weg w die Wege w,’ und w,’ nicht 
trifft. — Seien also c, und c, etwa durch w, + w voneinander ge- 
trennt. Das Kontinuum c, +d, + c, trifit die Wege w, und w nicht, 
folglich können seine beiden Punkte C, und C, nicht durch w, + w 
voneinander getrennt werden. — Aus diesem Widerspruch ergibt sich 
die Unmöglichkeit der obigen Annahme, nämlich daß w die Kurve3 
nicht trifft. 

Wir bemerken gleich, daß man für c, einen beliebigen Bogen 
von 7 in einer beliebig kleinen Umgebung eines willkürlichen Punktes 
von 7 wählen und dann die Konstruktion des Polygons // derart aus- 
führen kann, daß es ebenfalls in einer beliebigen Umgebung dieses 
Punktes liegt. So haben wir also den folgenden Satz: 

I. Eine einfache geschlossene Kurve bestimmt in der Ebene wenig- 
stens zwei Gebiete, und jede Umgebung eines beliebigen seiner Punkte 
enthält zu zwei verschiedenen Gebieten gehörige. Punkte. 

Wir werden ferner zeigen, daß 7 höchstens zwei Gebiete be- 
stimmt, oder, was dasselbe ist, daß j höchstens ein einziges beschränktes 
Gebiet bestimmt. Seien /, und /, zwei parallele, vom Quadrat g nach 
den Punkten U, und U, von 7 führende Strecken, die j sonst nicht 
treffen. Seien ferner M, und M,„ zwei beliebige, vom Unendlichen 
durch 7 getrennte Punkte; wir werden zeigen, daß sie sich durch 
einen 7 nicht treffenden Weg verbinden lassen. Zu diesem Zwecke legen 
wir durch M, und M, zwei parallele Strecken, =S,T, undl,=S,T,, 
deren Endpunkte auf 7 liegen, die sonst aber j nicht treffen (s. Fig. 5). 


Wir werden voraussetzen, daß jeder der beiden Bögen U,U, und 
E ‘ 


t) Sonst nehmen wir von C, aus den ersten auf w, liegenden Punkt von 
w,’ und von dort zurückkehrend den ersten auf w,’ liegenden Punkt D, von w/’; 
diesen Punkt D, nehmen wir statt des Punktes C,; ebenso ersetzen wir den 
Punkt C, durch einen Punkt D, und die Wege w,’ und w,’ durch die Wege 
w,”’, w,”, die Teile von w,’ bzw. w,’ sind, die Punkte D, und D, verbinden 
und sich sonst nicht treffen. Für diese gilt dann die im Text gegebene Über- 
legung. 


Per 
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U,U, von 7 wenigstens je einen von den Punkten Bl, U 
enthält). Wir können also vier Bögen C,,d,,c,, d,;, von j, wie oben, 
bestimmen, mit der Bedingung, daß c, und ee cmenkunktrder 
Paare (U,,U,), (S,,7,) und (S,,T,) enthalten. Wir konstruieren 
dann wieder ein Polygon II, welches c, im Innern, c;,;im Äußern 
hat, und sich in zwei solche Wege w, + w, zerlegen läßt, von denen 


Fig. 5. 


v, von d, und w, von d, fremd ist. Ferner setzen wir voraus, daß 
T mit den Wegen Z,,h,,h, nur je einen gemeinsamen Punkt L, 
»zw. H, bzw. H, hat; dies ist durch eine leichte Modifizierung der 
)bigen Konstruktion zu erreichen ’?). 


1) Wäre dies nicht der Fall, lägen also alle vier Punkte auf demselben 


3ogen DU, so wählen wir in der Nähe eines Punktes von Ü,U, einen vom 
Jnendlichen getrennten Hilfspunkt M, und zwei Strecken M,S,, M,T,, deren 
ndpunkte auf DEN liegen; für M, und M,, und ebenso für M, und M, er- 
nbt dann der Beweis des Textes, daß sie zum gleichen Gebiet gehören, also: 
ölgt dasselbe auch für M, und M,. 

2) Wir nehmen eine erste quadratische Teilung und heben von ihr die 
ünf Quadrate heraus, welche die Punkte P,, P,, S,, S,, U, enthalten; die übrig- 
‚leibenden Punkte von c, haben von den übrigbleibenden Teilen von d, ,d,, 2, ‚A, "a 
inen positiven Abstand; das Viertel des kleinsten von diesen Abständen ist 
ls Seitenlänge der zweiten quadratischen Teilung zu wählen. 
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Wir zerlegen das Polygon // wieder in vier Wege u, +v,+u,+% 
so daß v, von d,, und vo, von d, fremd sei, ferner u, und «, die 
Kurve 7 nicht trefien, abgesehen von ihren Endpunkten, die auf 
liegen sollen. — Wir werden zunächst zeigen, daß keiner von der 
Punkten A,, H,, L, auf dem Weg v, oder v, liegen kann. Setze 
wir voraus, daß etwa H, auf dem Weg v, liegt; sei w derjenige, der 
Punkt 7, enthaltende Weg von v,, dessen Endpunkte beide auf j 
also auf d, liegen, welcher aber keinen weiteren Punkt mit 5 ge 
meinsam hat. Der durch die Endpunkte von » bestimmte Teilboger 
o von d, bildet zusammen mit w eine einfache geschlossene Kurve 
t=0-+mw. Nach Satz I bestimmt 7 wenigstens zwei Gebiete unc 
enthält jede Umgebung eines beliebigen Punktes von 7 zu zwei ver 
schiedenen Gebieten gehörige Punkte. Wendet man dies auf der 
Punkt H, von r an, und nimmt man zwei Punkte 4,’ und H,” vor 
h, (s. Fig. 6), die in einer hin 
reichend kleinen Umgebung vor 
H, und auf verschiedenen Seiter 
des Weges w liegen (d.h. eineı 
von diesen im Innern, der andere 
im Äußern von // liegt), danr 
werden also diese beiden Punkte 
durch die Kurve = o-w von 
einander getrennt. Andererseits 
hat man aber ein Kontinuum 
das aus den Strecken H,'T, 
H,"S,, und aus dem Boget 
cd, +.c, von 7 besteht, ung 
welches weder den Weg w noch o trifft. — Aus diesem Widerspruch 
folgern wir die obige Behauptung. 

Die drei Punkte H,, H,, L, liegen also auf den beiden Weger 
u, und «,; und da wir vorausgesetzt haben, daß M, und M,, alsc 
auch 7, und H, vom Unendlichen durch j getrennt werden, könner 
die Punkte 7, und Z,, oder H, und L, nicht auf demselben Weg 
u, oder u, liegen. Die beiden Punkte 7, und H, liegen also auf dem. 
selben Weg, etwa auf »,, und also bildet er Weg (M,h,H,u,A,h, M, 
einen von 7 freien, M, al M, verbindenden Weg. 

Wir haben somit den An Satz: 

II. Eine einfache geschlossene Kurve bestimmt in der Ebene höchstens 
ein einziges beschränktes Gebiet. 

Aus den Sätzen I und II ergibt sich, daß 7 genau zwei Gebiete 
bestimmt, und da nach I jede Umgebung eines beliebigen Punktes 
von 7 zu verschiedenen Gebieten gehörige Punkte enthält, folgt also, 
daß jeder Punkt von j Grenzpunkt von beiden Gebieten ist. Somit 
haben wir den folgenden Satz bewiesen: | 3 


Fig. 6. 
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III. Jordanscher Kurvensatz: Eine einfache geschlossene Kurve 
bestimmt in der Ebene zwei Gebiete, und ist mit dem Rand jedes dieser 
Gebiete identisch. 

Das von der Kurve 7 bestimmte beschränkte bzw. unbeschränkte 
Gebiet bezeichnen wir als Inneres bzw. Äußeres der Kurve j. 


Aus dem obigen Beweis ergeben sich zugleich die folgenden von 
Schoenflies herrührenden Erweiterungen des Jordanschen Kurvensatzes- 
— Im allgemeinen sagen wir von einem Randpunkt P eines Gebietes g, 
daB er ın g erreichbar ist, wenn ein in g liegender Streckenzugt) 
s=s,+s,-+... existiert, dessen Eckpunkte gegen den Punkt P kon- 
vergieren. Dann gilt der folgende Satz: 

IV. Jeder Punkt einer einfachen geschlossenen Kurve ist sowohl 
im Inneren, wie auch im Äußeren der Kurve eyreichbar. 

Ferner nennen wir den Rand eines Gebietes g in dem Rand- 
punkte P glatt”) für das Gebiet g, wenn es zu jeder e-Umgebung 
&>0) von P eine ö-Umgebung (6 > 0) von P gibt, so daß je zwei 
n der ö-Umgebung liegende Randpunkte von g sich durch einen in 
der e-Umgebung liegenden einfachen Bogen verbinden lassen, der ab- 
zesehen von seinen Endpunkten im Gebiet g verläuft. Sodann gilt der 
Satz: 

V. Eine einfache geschlossene Kurve ıst in jedem ihrer Punkte 
glatt sowohl für das Innere wie auch für das Äußere der Kurve. 

Wir konstruieren (genau so wie oben das Polygon //) eine Folge 
zon Polygonen I]; II,,...., deren Durchmesser gegen 0 konvergieren, 
so daß //;;ı und P für jedes : im Innern von //J, liegen; das Poly- 


zon II, läßt sich in vier solche Wege u], vı + u2 + va zerlegen, 
laß von den beiden Endpunkten von u, bzw. von u, einer auf dem Bogen 


PQ von 7, der andere auf dem Bogen OP von 7 liegt, wobei Q irgendeinen 
außerhalb von //, liegenden Punkt von 7j bedeutet. Von den beiden 


Wesen u und us sei immer u‘ der im Innern von u, der im 
1 2 1 $) 2 


Äußern von j gelegene. Sei nun b" bzw. b’*' der von den End- 
j . . 
Sunkten von u! bzw. w*" bestimmte, den Punkt P enthaltende 


Teilbogen von 7. tu: bildet eine einfache geschlossene Kurve, 


1) Darunter verstehen wir eine Folge von Strecken mit den folgenden 
Zigenschaften: jede Strecke S, liegt in g, der Anfangspunkt von S,+1 fällt 


nit dem Endpunkt von s, zusammen, sonst aber treffen sich keine zwei 


Strecken. Ein solcher Streckenzug, dessen Endpunkte gegen einen Punkt P 
tonvergieren, bildet mit P zusammen einen einfachen Bogen; man bilde 


1 
ämlich jede Strecke s, auf das Intervall Re 51 und den Punkt Pauf(Oab. 
Ber 


ı 


2) Statt der üblichen Bezeichnung ‚unbewalli“ wollen wir diesen Aus- 
Iruck gebrauchen. 
v. Ker&kjärtö, Topologie. 5 
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deren Inneres ein Teil des Inneren von 7 ist!). Wenn wir einen 
im Innern von b?-+ u‘ liegenden Punkt mit einem im Innern von 1 
und im Äußern von b® + u‘ liegenden Punkt innerhalb von j verbinden, 
wird der verbindende Weg den Weg u treffen. Wenn wir also einen 
innerhalb von b’*' + ui*" liegenden Punkt mit einem außerhalb von 
b’--u% liegenden Punkt des Innengebietes von j innerhalb von 7 
verbinden, wird der verbindende Weg beide Wege w und - treffen; 
ein Teil davon bildet einen Weg o', der I und el verbindet, und 
abgesehen von seinen Endpunkten im Zwischengebiet von J/J/, und 
IIl;;,, und zugleich vollständig im Innern von 7 liegt. Nehmen wir 
für jedes 3 einen solchen Weg 0° und außerdem den zwischen dem 
Anfangspunkt von 0°"" und dem Endpunkt von 0° liegenden Weg 
von u, so entsteht auf diese Weise ein im Inneren von 7 verlaufender 
Streckenzug, dessen Eckpunkte gegen den Punkt P konvergieren. — 

Sei ferner e eine beliebige positive Zahl; wir nehmen einen 
Bogen 5b der Kurve ;j, der P als inneren Punkt enthält und 
dessen Durchmesser < _ ist. Seid(>0)der Abstand des Punktes P 
von dem Bogen j—b; wir wählen ein Polygon ]J, aus der obiger 
Folge, dessen Durchmesser kleiner ist als d. Sei dann ß ein ganz 
im Innern von I/, liegender Teilbogen von b, der P als inneren 
Punkt enthält, und sei ö(>0) der Abstand des Punktes P von 
dem Bogen j—ß. Wenn 0Q, und Q, zwei ‚beliebige Punkte von 7 
sind, deren Abstand von P kleiner ist als ö, so liegen die Punkte Q, 
und Q, auf dem Ben ß von j. Wir BEN SBEL das Polygon II, in 
vier Wege ir u, tus Al, so daß us und us abgesehen von ihrer 
Endpunkten von 7 fremd sind, während v! nur den Bogen PR und 
v; nur den Bogen RP von j trıfft, wobei R einen beliebigen außer: 
halb von I/, liegenden Punkt der Kurve 7 bedeutet. Sei b° der vor 
den Endpunkten von u bestimmte Teilbogen von j, welcher den 
Punkt P enthält; vom Innern der einfachen geschlossenen Kurve 
aD legen wir einen Streckenzug nach den Punkten QO, und Q@, 
und verbinden die innerhalb von u/ Tr b' liegenden Endpunkte diese 
Streckenzüge innerhalb von u --b’, so entsteht ein Streckenzug, deı 
die beiden Punkte QO, und O, innerhalb von 7 und in der e-Umgebung 
von P verbindet. 


1) Diese Behauptung folgt leicht aus dem Satz III. Ein Punkt von j—p läßı 
sich nämlich mit dem Unendlichen verbinden, außerhalb von 7, also ohne 
p° und u" zu treffen; ein Punkt im Innern von 7, sehr nahe bei j— bi gehör! 
somit zum Äußern von us + b°. Ferner läßt sich jeder im Innern von u + lie 
gende Punkt mit u‘ innerhalb von u‘ '+5° verbinden, dieser Weg kann ib 
nicht treffen, folglich liegt er ganz im Innern von 7. 
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Genau so ergibt sich die Erreichbarkeit und die QGlattheit auch 
in bezug auf das Äußere der Kurve. 


Im Anschluß an die obigen Betrachtungen bringen wir hier einige 
Hilfssätze über einfache Bögen. 

VI. Sei j eine einfache geschlossene Kurve und 5 ein ein- 
facher Bogen, der zwei Punkte von 7 innerhalb von 7 verbindet. 
Seien b, und b, die beiden durch die Endpunkte von b bestimmten 
Teilbögen von j. Das Innere von j wird durch 5b in zwei Gebiete 
zerlegt; eines von diesen ist das Innere der einfachen geschlossenen 
Kurve 5--b,, das andere das Innere von b+b,. 

Sei P ein beliebiger von den Endpunkten verschiedener Punkt 
des Bogens b,, und sei U eine hinreichend kleine Umgebung von 
P, die keinen Punkt von b und b, enthält. Die in U liegenden 
Punkte des Innengebietes von j gehören zum Innern von b+b,. Zu: 
foige des Satzes V gibt es nämlich eine Umgebung U’ von P, so daß unter 
je drei Punkten von U’, die nicht aufb — b, liegen, wenigstens zwei Punkte 
sich durch einen in U verlaufenden, 5+5b, nicht treffenden Weg 
verbinden lassen. Sei nun Q, ein im. Außern von j, Q, ein im 
Innern von b-+b,, und Q, ein beliebiger im Innern von 7 liegender 
Punkt von U’. Da QO, im Äußern von b-+b, liegt, muß jeder O, 
und Q, verbindende Weg b+-b, treffen; ebenso muß jeder in U ver- 
laufende Weg, der O, und Q, verbindet, die Kurve j, also den Bogen b, 
treffen. Folglich gibt es einen Weg, der Q, und Q, in U verbindet 
und 5-5, nicht trifft. — Sei nun R ein beliebiger, im Innern von 7 
und im Außern von b--b, liegender Punkt. Von R legt man einen 
Weg, nach einem Punkt von b,, der j-+ 5b sonst nicht trifit; ein sehr 
nahe bei 5, liegender Punkt dieses Weges gehört zum Innern der 
Kurve 5--b,, folglich auch der ganze Weg und auch der Punkt R. 

VI. Sei 7 eine einfache geschlossene Kurve und sei b ein ein- 
facher Bogen, der zwei Punkte von 7 außerhalb von 7 verbindet. 
‘Seien 5b, und b, die beiden durch die Endpunkte von b bestimmten 
Teilbögen von 7. Einer von diesen Bögen, etwa b,, bildet mit 5b zu- 
sammen eine solche einfache geschlossene Kurve b+5,, die den 
anderen Bogen b, in ihrem Innern enthält. 

Sei etwa b, im Äußern der einfachen geschlossenen Kurve b+5,; 
dann gehört ein innerhalb von 7 sehr nahe bei b, liegender Punkt 
zum Innern von b+b,. Ein Bogen, der diesen nk im Innern 
von j mit einem Punkt von b, verbindet, trifft die Kurve b 4-5, nicht, 
so daß er ganz im Innern von!b+b, liegt, also liegt auch der 
Bogen 5b, im Innern von b-+-b,.. 

VII. Ein einfacher Bogen En die Ebene nicht. 

Sei b ein einfacher Bogen mit den Endpunkten A und B. Sei 
P ein beliebiger innerer Punkt von 5b, und sei k eine hinreichend 

5+ 
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kleine Kreislinie um P, die die Punkte A und B in ihrem Äußern 
hat. Wir nehmen einen solchen Bogen o des Kreises %k, der, abge- 
sehen von seinen Endpunkten, den Bogen 5b nicht trifft, und von 
dessen Endpunkten einer auf dem Bogen AP von b, der andere auf 
dem Bogen PB von b liegt. Den durch die Endpunkte von o be- 
stimmten Teilbogen von b bezeichnen wir mit.5. Die Bögen o und ß 
bilden zusammen eine einfache geschlossene Kurve. Seien ©, und Q, 
zwei Punkte von ß, die auf ß durch P getrennt sind, so nahe bei P, 
daß sie sich durch je einen innerhalb von k und im Innern bzw. 
im Äußern von o-+ ß verlaufenden Bogen fß, bzw. ß, verbinden 
lassen, der b sonst nicht trifft. Die einfache geschlossene Kurve 
9%, + ß, enthält den Bogen 0,0, von b ın ihrem Innern; die Punkte‘ 
A und B liegen außerhalb von P, + P,- E 

Seien g, und g, diejenigen von b bestimmten Gebiete, in denen 
die Bögen , bzw. P, liegen. Der Punkt P kann für kein anderes 
von b bestimmtes Gebiet Randpunkt sein, ebensowenig die inneren 
Punkte des Teilbogens 0,0, von b, die andererseits sämtlich zum 
Rand derjenigen Gebiete gehören, die P zum Randpunkt haben. 

Das Innere von B-2.0,.0: bzw. von P,— 50% bezeichnen wir 
als die beiden Seiten des Bogens b in der Nähe von P. 

Da der Rand von g, und g, abgeschlossen ist, gehört der ganze 
Bogen 5 zum Rand jedes dieser Gebiete. 

Sei nun x ein hinreichend kleiner Kreis um A, in dessen Außen- 
gebiet B liegt. Wir nehmen einen ganz ım Innern von x liegenden 
Teilbogen PA von b. Um P bestimmen wir eine innerhalb von % 
liegende einfache geschlossene Kurve P, + Pa die.jgeinen, Teig 
bogen R,l R, von b in ihrem Innern, die Bögen AR, und B B von b 
in ihrem ßerh hat. Einen außerhalb von x liegender Punkt von b 
verbinden wir mit dem Unendlichen durch eine b sonst nicht treffende 
Gerade / und konstruieren ein Polygon I/, indem wir zuerst aus einer 
quadratischen Teilung der Ebene — mit hinreichend kleiner Seiten- 
länge — die beiden Quadrate!) z, und z,, die die Punkte P und A 
enthalten, herausheben; dabei wählen wir die Teilung so eng, daß z, 
ganz im Innern von ß,—- ß, liegt; dann heben wir aus einer hin 
reichend feinen Unterteilung der ersten Teilung diejenigen Quadrate‘ 
heraus, die die außerhalb von z, und z, liegenden Punkte des Bogens PA | 
enthalten, und von denen wir voraussetzen, daß sie von dem Bogen BP 
wie auch von der Geraden / frei sind. Das Polygon //, welches der 
äußere Rand des durch diese Quadrate gebildeten Polygonbereiches 
ist, hat den Punkt B in seinem Äußern und enthält den Bogen PA 


!t, Wir dürfen voraussetzen, daß P und ebenso auch A je im Innern eines 
Quadrates der Teilung liegt. 
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in seinem Innern. Von x, ausgehend, nehmen wir in beiden Rich- 
tungen auf // die ersten auf z, liegenden Punkte von I/; der durch 
diese Punkte bestimmte, sonst von z, fremde Weg v von // führt 
vom Innern der Kurve 9, — RR, in das Innere von , + ROR,. Dar- 
aus folgt insbesondere, dal die beiden Bögen £, und $, nicht durch b 
voneinander getrennt werden, daß also der Bogen b nur ein einziges 
Gebiet in der Ebene bestimmt. 

Sei v’ ein außerhalb von , —+ ß, liegender Teilweg von v, dessen 
Endpunkte auf 5, bzw. f, liegen. v’ bildet mit einem Bogen von 
ß, + ß, zusammen eine einfache geschlossene Kurve, die b in einem 
einzigen Punkt trifft und von einer Seite von b auf die andere führt. 

Man nehme eine Folge von einfachen geschlossenen, vonein- 
ander fremden Kurven 7,,7,,... (von denen jede im Innern der vor- 
angehenden liegt), deren Durchmesser gegen 0 konvergieren, von 
denen jede den Bogen b in je einem einzigen Punkt trifft und 
von einer Seite von b auf die andere führt. Wir verbinden einen 
innerhalb von 7j,,, liegenden Punkt mit einem außerhalb von 7, liegen- 
den Punkt durch einen 5b nicht treffenden Weg, und nehmen einen 
Beschen 7, und ;,,, liegenden Teil o, dieses Weges, der einen 7, 
und 7,,, verbindenden Weg bildet. Zu diesen Wegen ER TE 
nehmen wir für jedes ;z den durch die Endpunkte von o, und o,,, 
bestimmten, von b freien Teilbogen von 7,,, hinzu. So entsteht ein 
einfacher Bogen, der einen Punkt von 7, innerhalb von 7, mit A ver- 
bindet, ohne b sonst zu treffen. Ebenso legen wir einen einfachen 
Bogen nach B und verbinden die Endpunkte dieser Bögen durch 
einen von b und von diesen Bögen sonst fremden Weg; diese bilden 
zusammen mit b eine einfache geschlossene Kurve. So haben wir 
das Ergebnis: 

IX. Jeder einfache Bogen laßt sich zu einer einfachen geschlossenen 
Kurve ergänzen. 
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In diesem Paragraphen werden wir zeigen, daß sich jede topo- 
logische Abbildung einer einfachen geschlossenen Kurve auf eine 
andere solche Kurve zu einer topologischen Abbildung der Ebene 
auf sich selbst erweitern läßt; m. a. W. es läßt sich eine topologi- 
sche Abbildung der Ebene auf sich selbst bestimmen, die auf der 
Kurve mit der im voraus gegebenen Abbildung übereinstimmt. 

Die Frage ist gelöst, sobald man weiß, daß jeder Kurvenbereich 
‘d.h. das Innere einer beliebigen einfachen geschlossenen Kurve, mit dem 
Rand zusammen) auf eine Kreisscheibe topologisch abgebildet werden 
xann. Sei nämlich £ eine topologische Abbildung der Kurve 7 auf den 
Kreis, und z eine topologische Abbildung des Kurvenbereiches (5) auf die 
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Kreisscheibe. 77!t stellt eine topologische Abbildung der Kreislinie 
auf sich selbst dar; diese Abbildung läßt sich zu einer topologischen 
Abbildung der Kreisscheibe auf sich selbst erweitern, indem man zu 
jedem Punkt (r, p) als Bild denjenigen Punkt (r’, g) zuordnet, für 
den ”=r ist und die Zuordnung zwischen » und g mit der auf 
dem Umfang durch 7-!i vermittelten Abbildung übereinstimmt. Diese 
Abbildung o der Kreisscheibe auf sich selbst ergibt mit der Ab- 
bildung z zusammen eine Abbildung ro des Kurvenbereiches auf die 
Kreisscheibe, die auf der Kurve selbst mit der Abbildung z überein- 
stimmt. — Für das Äußere der Kurve j kann man auf Grund dieses 
Ergebnisses analog verfahren. Wir nehmen einen hinreichend großen 
Kreis X, der sowohl den Kreis k wie auch die Kurve 7 im Innern 
enthält. Zwei Punkte von K verbinden wir mit zwei Punkten von 7 
zwischen K und 7, durch zwei einander nicht trefiende einfache 
Bögen b und c (die etwa zwei Strecken einer durch zwei Punkte 
von j laufenden Geraden sein mögen [s. Fig. 7]. Diese Bögen 


K 


Rip. 


bilden mit den Bögen von 7 und K zwei außerhalb voneinander 
liegende einfache geschlossene Kurven; für diese Kurven erklären 
wir die Abbildung derart, daß sie auf K die Identität, auf 7 die ge- 
gebene Abbildung Zi sei und daß die beiden Bögen b und c in zwei 
die entsprechenden Punkte von K und %k verbindende Bögen b’, cd 
übergehen. Dann läßt sich diese Abbildung auf das Innere von jeder der 
beiden außerhalb voneinander liegenden einfachen geschlossenen Kurven, 
die aus K, j und aus den Bögen b, c zusammengesetzt werden, topo- 
logisch erweitern. So entsteht eine topologische Abbildung der Ebene 
auf sich selbst, die außerhalb von K und auf K die Identität ist, 
und die auf der Kurve j mit der im voraus gegebenen Abbildung ? 
übereinstimmt. 

Es handelt sich also um die Aufgabe, den Bereich einer beliebi- 
gen einfachen geschlossenen Kurve 7 auf eine Kreisscheibe topologisch 
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Bzubilden t. Zu diesem Zwecke bestimmen wir eine Folge von gegen 

; konvergierenden Polygonen 7,, ,, ... auf die folgende Weise. 
Wir zerlegen die Kurve j in / Bögen b,, b,, ..., di, von denen 
jeder einen Durchmesser <e®(>0) hat. Auf jedem dieser Bögen 
j), wählen wir einen von seinen Endpunkten verschiedenen Punkt P,. 
Sei Q, ein Punkt im Innern von 7, dessen Abstand von P, kleiner 
st als der halbe Abstand des Punktes P, von den anderen Bögen 
jyrr. Auf der Strecke Q, P, sei S, der erste Punkt von 7 (der not- 
wendig auf dem Bogen b, liegt); die Strecke Q, S, bezeichnen wir 
mit Rt. Seien Ar und AN zwei auf diese Weise bestimmte Strecken; 
ım den gemeinsamen Endpunkt von 5, und 5b,,ı nehmen wir eine 
Umgebung mit dem Radius 42; diese Umgebung enthält beide 


Strecken A)” und FRE wir verbinden die freien (d. h. nicht auf 7 
liegenden) Endpunkte Q, und Q,;ı dieser Strecken durch einen Weg 
u, der diese Wege sonst nicht trifft und innerhalb von j und zu- 
gleich innerhalb der 4eW)-Umgebung liegt; die Möglichkeit einer 
solchen Verbindung ist etwa durch die Konstruktion des Polygons // ın 
>1 gesichert. So bestimmen wir für jedes » einen Weg Pr der 
lie anderen außer in den gemeinsamen Endpunkten 0, nicht 


reffen soll. Auf diese Weise entsteht ein solches Polygon 
BB +... + u 1, daß I//® und j überall einen Abstand 
< 4e) voneinander haben. Der zwischen /I® und j liegende Bereich 
einer einfachen geschlossenen Kurve berandet ist und einen Durch- 
nesser <4e()) hat. Be 

Wir nehmen jetzt eine positive Zahl e&@® < —- und zerlegen jeden 


wird durch die Wege 4% in Bereiche Bst zerlegt, deren jeder von 


Bogen Be, von 7 in I® Bögen, deren jeder einen Durchmesser < e®) 
1at. Wie oben werden die Wege 12 konstruiert, die einander und 


lie Wege A", u nicht treffen. Wir nehmen die freien Endpunkte von 


I und auf den Wegen Fi je einen Punkt; diese Punkte verbinden 


wir durch geeignet gewählte Wege uw; so entsteht ein Polygon I/I/®. 
Xahren wir so fort, so bekommen wir bei dem n»-ten Schritt 
in Polygon' u so daß I//® und 5 überall einen Abstand 


AM < en voneinander haben, und der Bereich zwischen // 


ınd 7 in OR Kurvenbereiche BE ") vom Durchmesser < 4eM zerlegt 


1) Es ist aus der Funktionentheorie bekannt, daß man das Innere einer 
sinfachen geschlossenen Kurve auf das Innere des Kreises eineindeutig und 
;ogar konform abbilden kann, wobei dann auch die Randpunkte einander 
»ineindeutig und beiderseits stetig entsprechen. Hier handelt es sich um 
inen topologischen Beweis dieses Satzes (ohne die Behauptung der Kon- 
ormität). 
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wird. Dabei soll jedes Polygon /JI® zwischen //"-D und 7 liegen 
(was durch geeignete Wahl von &” erreicht wird). 

Wir bestimmen eine topologische Abbildung des Polygonbereiches 
von //® auf den Kreisbereich mit dem Radius 4, so daß dabei die 


auf //® liegenden Endpunkte der Wege A\” in die Punkte des Kreises 


{ ; Dvd. 3 k 2 
mit den Winkeln 70 übergehen. Dann nehmen wir eine an diese 


Abbildung anschließende Abbildung des von Z/W und //® berande 
ten Bereiches auf. den Kreisring 4+<r<2, 0sp<2n, so das 
dabei die auf //® liegenden Endpunkte der Wege A\ in die Punkte 


or a und die zwischen Z/® und //® liegenden Teile der Wege 


2 x 2vr z 2 
4» in die Radialen: p — TO 4 <r<% übergehen (das ist derar! 


durchzuführen, daß man für jeden zwischen //® und //® liegenden 
von den A,’ bestimmten Polygonbereich die Abbildung einzeln be 
stimmt) — und so weiter. Auf diese Weise entsteht eine topo 
logische Abbildung des Inneren von j auf das Innere des Einheits 
kreises. — Es läßt sich aber gleich zeigen, daß diese Abbildung 
sich auch für den Rand in eineindeutiger und stetiger Weise er 
weitern läßt. Zu diesem Zwecke gehen wir zu den Kurvenbereicher 


IL (= 15,24.1,1019.9. 10 Bzurück dieszwischen Funde ve 
den Wegen 1 und ad bestimmt werden. Den Bereich, der ım 


AR 7 y 2vn 2e-+Da 
Kreise durch die Formeln: 7 Ser, RR Ze 


erklärt ıst, bezeichnen wir mit Be. Laut der oben erklärten Ab 
bildung entspricht einem nicht auf 7 liegenden Punkt von Br eil 


nicht auf dem Kreis liegender Punkt in Be. Sei Bu Bi .. el 


Vor 
beliebige Folge von ineinander enthaltenen Bereichen Br: diese 
konvergieren gegen einen einzigen Punkt von 7, da nämlich ihre 
Durchmesser gegen 0 konvergieren; diesem Punkt lassen wi 


als Bildpunkt den Grenzpunkt der Bereiche p®, BR im Krei: 
entsprechen. Auf diese Weise entsteht also eine eineindeutige une 
beiderseits stetige Beziehung zwischen den Punkten von 7 und vol 
k, die zusammen mit der bereits erklärten Abbildung des Innert 
von 7; auf das Innere von %k eine topologische Abbildung des Kurven 
bereiches von 7 auf die Kreisscheibe ergibt. 

Aus dem Bewiesenen folgt ferner: wenn 7,735 --., 7, ein System 
einander nicht treffender einfacher geschlossener Kurven, und 7,',73 5 +: In 
ein anderes System bedeutet, deren entsprechende Kurven gleiche 
Lage haben, d. h. so liegen, daß 5,‘ im Innern bzw. im Äußerr 
von 5/ liegt, wenn 5, im Innern bzw. im Äußern von 75, liegt, st 
läßt sich eine topologische Abbildung der Ebene auf sich selbst be 


a 
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stimmen, so daß dabei jede Kurve j, in die Kurve 7,” übergeht. Man 
verbindet einfach die Kurven 7,, 75, -- -, j„ miteinander durch einander 
nicht trefiende Wege, und ähnlich die Kurven 5,', 75, ..-, 7, und wendet 
auf jeden der so entstehenden Kurvenbereiche den obigen Satz an. Da- 
für haben wir oben bereits ein Beispiel (für n = 2) betrachtet, welches 
auch hier die notwendige Aufklärung gibt. — Indem wir den erst im 
I 85 zu erklärenden Begriff des positiven bzw. negativen Umlaufes 
um eine einfache geschlossene Kurve benutzen, können wir aus den 
obigen Betrachtungen noch die folgende Erweiterung des eben formu- 
lierten Ergebnisses erhalten: 

Seien 7,10, 7, Undt 7, jan... 1, zwei 'Systeme von einfachen 
geschlossenen Kurven, so daß die Kurven 7,, 75, -.-, 7, einander nicht 
treffen, und ebenso die Kurven 7,’, 7, ...,7, voneinander fremd sind; 
setzen wir voraus, daß die entsprechenden Kurven der beiden Systeme 
gleiche Lage haben im oben erklärten Sinne. Sei ferner für jedes 
eine topologische Abbildung von 7, auf j/ bestimmt, die entweder 
für jedes z dem positiven Umlauf von 7, den positiven Umlauf von 5// 
oder aber für jedes z dem positiven Umlauf von 7, den negativen 
Umlauf von 7,’ entsprechen läßt. Unter diesen Bedingungen gibt es 
eine solche topologische Abbildung der Ebene auf sich selbst die 
Beiden Kurven 7,,7,,--.., 7, mit den im voraus gegebenen Ab- 
bildungen dieser Kurven auf die Kurven 7, übereinstimmt. 


Nach Antoine unterscheidet man drei Fälle der Homöomorphie 
zweier ebenen Mengen M und M’: 

a) Es gibt eine topologische Abbildung der Ebene auf sich 
selbst, die die Menge M in M’ überführt. 
 b) Es gibt keine topologische Abbildung der ganzen Ebene auf 
sich selbst, die M ın M’ überführt, es gibt aber eine topologische 
Abbildung einer ebenen Umgebung von M auf eine Umgebung von 
IM’, die M in M’ überführt. 

c) Es gibt keine topologische Abbildung einer Umgebung von 


7 


Fig. 8. 
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M auf eine Umgebung von M’, die M in M’ überführt, aber eine 
topologische Abbildung von M auf M”. 

Zu a) gehört der Fall von zwei einfachen geschlossenen Kurven, 
und auch der von zwei nirgends zusammenhängenden beschränkten 
abgeschlossenen und einander homöomorphen Punktmengen (vgl. 
186 und II $4) Für den Fall b) gibt Fig. 8 ein Beispiel; der 
Kreis k und die nach innen gerichtete Strecke ] ergibt eine dem 
Kreis A’ und der nach außen gerichteten Strecke / homöomorphe 


2, ® 2 


Fig. 9. 


Punktmenge; ihre Abbildung läßt sich nicht auf die ganze Ebene er- 
weitern (dann müßte nämlich das Innere von k in das Innere von 
k' übergehen), wohl aber für je eine Umgebung von +1 und RX’-+/.- 
Für den Fall c) gibt Fig. 9 ein Beispiel, wie man leicht einsieht. 


Falls man statt topologischer Abbildungen nur eindeutige stetige” 
Abbildungen betrachtet, findet man andere Verhältnisse. Wir be. 
trachten eine beschränkte abgeschlossene Menge M und eine auf M 
überall dichte Menge M,. Dann gilt zunächst der von Broden her-- 
rührende Satz: 

Jede auf M, gleichmäßig stetige eindeutige Funktion f(P) läßt sich 
zu einer auf M stetigen eindeutigen Funktion erweitern. 

Zu jedem Punkt von M, der nicht zu M, gehört, gibt es wenig-” 
stens eine gegen ihn konvergierende Punktfolge von M,. Zufolge der’ 
gleichmäßigen Stetigkeit von f(P) auf M, gibt es zu jedem positiven &’ 
ein positives ö, so daß für je zwei Punkte P, und P, von M,, deren 
Abstand kleiner ist als ö, |f(P,)— f(P.)| <e besteht. Wenn P ein 
beliebiger Punkt von M und P,, P,,... eine gegen P konvergierende” 
Folge von M, ist, so gibt es zu jedem positiven ö einen Index n.% 
so daß, wenn n>n, und m>n,, der Abstand von P,, und PA 
kleiner als ö, also |f(P,)—-f(P,)| <e ist. Die Folge f(P,), f(P,)» en 
hat also einen Grenzwert. Wenn man zwei gegen P konvergierende 

| 
| 


| 
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Punktfolgen von M, hat, so kann man aus diesen eine gegen P 
konvergierende Punktfolge zusammenstellen. Wenn wir also den Wert, 
gegen welchen die Werte f(P,) für P,— P konvergieren, als den Wert 
der Funktion f(P) im Punkt P erklären, erhalten wir eine auf M 
eindeutige stetige Funktion f(P), die in den Punkten von M, mit der 
im voraus gegebenen Funktion übereinstimmt. — 

Sei f(P) eine eindeutige stetige Funktion auf einer beschränkten 
abgeschlossenen Punktmenge M. Es läßt sich eine in der ganzen Ebene 
stetige eindeutige Funktion F(P) angeben, die in den Punkten von M 
mit der gegebenen Funktion f(P) übereinstimmt. 

Für diesen Satz geben wir einen einfachen Beweis von F. Riesz 
wieder!). Es sei f(P) eine reelle, nicht negative Funktion®). Wir 
srklären die Funktion F folgendermaßen: 


F(P)=f (P), wenn P in M liegt, 


a. Q,M). Mr . Ff(P)} wenn O außerhalb von 
Eon ATOM Mx om Hr liegt, 
wobei (0, M) bzw. (0, P) den Abstand des Punktes O von der Menge M 
3zw. von dem Punkt P. bedeutet. — Da (0, M) und auch (Q, P) für 
inen festen Punkt P stetige Funktionen von Q sind, ferner (0, P)=#0, 
wenn Q von M fremd ist, so ist auch F(QO) in jedem nicht zu M 
gehörigen Punkt der Ebene stetig. Ist also P, ein beliebiger Punkt 
ion M, so ist noch zu zeigen, daß es zu jedem positiven e ein 
9ositives Ö gibt, so daß für jeden Punkt Q, für welchen (Q, P,) < ö 
st, |F(0)— F(P,)!<e besteht. 

Sei K ein Kreis um P, mit einem hinreichend kleinen Radius 
r>0, so daß für jeden im Innern von K liegenden Punkt P von M 
f(P)— f(P,)| <e besteht. Wirnehmen um P, einen anderen Kreis k 


nit einem Radius d < z. Ist O ein beliebiger, nicht zu M gehöriger 


Punkt innerhalb von k, und ist P, ein Punkt von M, dessen Abstand 
on Q unter den Punkten von M am kleinsten ist, so‘ hat man 


(0, P,) ee AS B2.): 


F(Q=Max SS r(P)2fP)>flP)-e- 
(Pin m) (9 P) 1 


t) Diesen Beweis, der sich übrigens nur leicht von den von Tietze (Journ. 
-d.r.u. a. Math. 145, S. 9ff., 1915) und von Hahn (Theorie der reellen 
<unktionen, Leipzig, 1921, S. 140) gegebenen Beweisen unterscheidet, verdanke 
ch einer brieflichen Mitteilung von Herrn F, Riesz. 

2) Wenn die (reelle) Funktion f(P) auch negative Werte annimmt, be- 
rachten wir statt f(P) die Funktion f(P)+C, wobei C eine solche positive 
sröße bedeutet, daß —C kleiner ist als das Minimum von f(P) auf M. 
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Andererseits ıst der Wert von 


für die außerhalb von k liegenden Punkte P von M, so daß für die: 
selben Punkte von M 

9,M) ö 

Ge ur 
ist, wobei m das Maximum von f(P) in M bedeutet; dieser Wert ist 
beliebig klein, wenn nur Ö hinreichend klein gewählt wird. — Für 
die innerhalb von *% liegenden Punkte P von M besteht 


(0, M 
2 <ı ud FASTP)+e 


so daß 


um 
F(Q)= Max OP) <f(P)+e. 
(Pin m) 9 P) 
Wenn also ö hinreichend klein gewählt wird, so gilt für jeden inner- 
halb von k liegenden Punkt QO 


ER N 
Die durch die obige Vorschrift erklärte Funktion F ist also in der 
ganzen Ebene eindeutig und stetig, sie ist ferner in den Punkten von 
M mit der gegebenen Funktion f identisch. 


S 3. Die Invarianz der Dimensionenzahl und die Gebiets- 
invarianz als Folgerungen des Jordanschen Kurvensatzes. 


Wie bekannt, kann man eine eineindeutige Beziehung zwischen 
den reellen Zahlen und den Punkten der Ebene (oder auch des n: 
dimensionalen Raumes) herstellen; diese Beziehung ist jedoch nicht 
stetig. Andererseits laßt sich eine Gerade auf die Ebene eindeutig 
und stetig, nicht aber eineindeutig abbilden. Daß eine eineindeutige 
und stetige Beziehung zwischen den Punkten der Geraden und der 
Ebene unmöglich ist, ist ein Spezialfall des folgenden von Brouwer 
bewiesenen Satzes: 

Es gibt keine topologische Abbildung zwischen den Punkten eines 
m-dimensionalen und eines m —- h-dimensionalen (h>0) Raumes. 

Sei zuerst m—=1, und wenn k > 1, nehmen wir eine im Bild 
raum liegende Ebene E. Sei (k) eine Kreisscheibe in E; da (k) ein 
beschränktes Kontinuum ist, entspricht ihm auf der Geraden g als Bild 
ein beschränktes Kontinuum, also ein Intervall (A, B). Seien A’ und 
B’ die Bilder von A und B; die Strecke A’B’ wird dann ebenfalls 
auf ein beschränktes, die Punkte A und B enthaltendes Teilkontinuum 
von g, also auf das ganze Intervall (A, B) abgebildet; folglich kann 
das Bild des Intervalls (4, B) nicht die Kreisscheibe (k) erschöpfen 
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Für m=2 beweisen wir den Satz nach Hausdorff!) auf die folgende 
Weise. Setzen wir etwa voraus, daß h =1 ist. Durch eine Kugelfläche 
les 3-dimensionalen Raumes R, legen wir parallele Schnitte, so haben 
wir eine nichtabzählbare Menge von Parallelkreisen k; jedem Kreis k 
:ntspricht in der Bildebene E eine einfache geschlossene Kurve 7. 
Jiese Bildkurven können nicht alle außerhalb voneinander liegen, 
;onst wäre nämlich ihre Menge abzählbar. Es gibt also zwei Kurven 7, 
ınd 7,, von denen 7, im Innern von 7, liegt, und ebenso folgt, daß 
:s drei solche Kurven 7,,7,; 7, gibt, von denen 7, innerhalb von 7,, 
ınd j, außerhalb von 7, liegt. Die ihnen entsprechenden Kreise R,, k,, k, 
:önnen zu je zwei durch eine Strecke, die innerhalb der Kugelfläche 
iegt und also den dritten Kreis nicht trifit, verbunden werden. Eine 
strecke, die k, und %, verbindet, wird auf einen 57, und 7, verbinden- 
len und 7, nicht treffenden einfachen Bogen in der Ebene abgebildet. 
Mit diesem Widerspruch ist der Beweis fertig. — 

— Wir werden zweitens den folgenden von Schoenflies herrührenden 
jatz beweisen: 

Das topologische Bild eines Gebietes in der Ebene ist wieder 
in Gebiet. 

Dazu genügt es, die folgende Behauptung zu beweisen:'sei P 

in beliebiger Punkt des Gebietes g, und g ein Quadrat um P, das 
nit seinem Innern zusammen zu g gehört; die einfache geschlossene 
Zurve j, die das Bild von g darstellt, gehört mit ihrem Innern zur 
ee: von g. 
i O ein beliebiger Punkt im Innern von q und P’, 0’ die 
von P, O; der Strecke PO entspricht ein einfacher Bogen P’ 10% 
(er j nicht trifft, da auch PO von gq fremd ist. Wenn also der 
3ildpunkt 0’ eines beliebigen Punktes Q des Quadratinnern im Innern 
zw. im Äußern von 7 liegt, so liegt das Bild jedes anderen Punktes 
es Quadratinnern ebenfalls im Innern bzw. im Äußern von 5j. Wir 
rerden zeigen, daß der letztere Fall unmöglich ist. 

Gesetzt also, das Innere von g wäre auf eine außerhalb von 7 
'egende Menge abgebildet. Seien l, und /, die beiden Mittellinien 
‚es Quadrates g, und k, und k, die beiden, durch die Endpunkte 
on /, bestimmten Wege von g; die Bilder von k,, k,, 1, , I, bezeichnen 
ir mit k',k,',1',1,‘. Der einfache Bogen 1,’ verbindet zwei Punkte 
on Be wL im Äußern von 7; einer at Bögen k,', k,, etwa 
IR: bildet also mit > zusammen eine den anderen Bogen Ray im 
anern enthaltende, einfache geschlossene Kurve (II $ 1 Satz VII, 
. Fig. 10). Die Punkte von /,, die hinreichend nahe bei £, nes 
'erden auf Punkte von 1,’ abgebildet, die hinreichend ne bevarn 
Werhalb von j=k)-+ a also auch außerhalb von k,’-+ 1,’ es 


1) Grundzüge, S. 377. 
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Unter den beiden Rechtecken k, +1, und k,-+/, gibt es also ein 
solches (im gegenwärtigen Fall ist dies k, +1, =q,), daß das Innere 
von q, auf eine außerhalb der Bildkurve von g, liegende Bildmenge 
abgebildet wird, und zwar so, daß das Bild von q, das Bild von g 
im Innern enthält. — Halbieren wir q,, so daß zwei Quadrate ent 
stehen, so gibt es unter diesen wieder ein solches g,, dessen Inneres 


auf das Äußere der Bildkurve von g, abgebildet wird und dessen 


Bildkurve das Bild von q, im Innern enthält. — Auf diese Weise 
fortfahrend bekommen wir eine Folge ineinander enthaltener Recht 
ecke 9, 99 935... ı deren ' Durchmesser, gegen!0 konvergiereme 


von der Beschaftenheit, daß das Bild von q,,, das Bild von g, im 
Innern enthält. Diese Rechtecke konvergieren gegen einen Punkt. 
In diesem Punkte kann die Abbildung nicht stetig sein, da ein Recht 
eck q, mit beliebig kleinem Durchmesser auf eine die Kurve j im 
Innern enthaltende Bildkurve abgebildet wird, deren Durchmesser 
also oberhalb einer festen positiven Zahl bleib. — Aus diesem 
Widerspruch folgt, daß das Bild des Quadratinnern (g) im Innern 
der Bildkurve 7 von gq liegt. | 

Daß jeder Punkt innerhalb von 7 ein Bildpunkt ist, ergibt sich 
sofort. Sei etwa R’ ein innerhalb von 7 liegender Punkt, der nicht 
zur Bildmenge des Quadratbereiches (g) gehört. Sei R’S’ ein in 
liegender Weg, der abgesehen von S’ keinen Bildpunkt von (g) enthält, 
und sei S derjenige Punkt von (g), dessen Bild S’ist. Um S schlagen 
wir einen hinreichend kleinen Kreis c, so daß das Bild der Kreis 
scheibe (c) einen Durchmesser kleiner als der Abstand R’S’ hat. 
Das Bild des Kreises c ist eine einfache geschlossene Kurve d, 
welche — wie wir oben gesehen haben — den Punkt S im Innern 
enthält. Andererseits liegt R’ im Äußern von c’, da der Abstand 
der Punkte R’ und S’ größer ist als der Durchmesser der Kurve d. 


a 
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Also würde die Kurve c’ den Weg R’S’ treffen, gegen die Annahme, 
daß dieser Weg abgesehen von S’ keinen Bildpunkt enthält. 

Die gleichen Beweise sind für beliebig viele Dimensionen gültig, 
wenn der .Jordansche Satz für den betreffenden Raum schon be- 
wiesen ist. 


$ 4. Die Umkehrung des Jordanschen Kurvensatzes. 


Wir haben gesehen, daß eine einfache geschlossene Kurve (d.h. 
das topologische Bild des Kreises) in der Ebene zwei Gebiete be- 
stimmt, und jeder ihrer Punkte in beiden Gebieten erreichbar ist. 
Die von Schoenflies herrührende Umkehrung des Satzes besagt: 

Eine beschränkte abgeschlossene Punktmenge, die in der Ebene 
zwei Gebiete bestimmt, und deren Punkte in beiden Gebieten erreichbar 
sind, ist eine einfache geschlossene Kurve, d. h. sie läßt sich topo- 
logisch auf einen Kreis abbilden. 

Wir bezeichnen mit 3 bzw. X das von der gegebenen Menge 7 
bestimmte beschränkte bzw. unbeschränkte Gebiet. 

Seien P und Q zwei Punkte von 7; wir legen in $ von einem 
Punkte von % zwei einfache Streckenzüge, deren Eckpunkte gegen 
P bzw. O konvergieren; von diesen können wir voraussetzen, daß 
sie sich abgesehen von ihrem gemeinsamen Anfangspunkt, sonst 
nicht treffen. So haben wir einen einfachen Streckenzug s—... 


Br rs Hr PH + :.., welcher Piund Q innerhalb von & 


verbindet (die Eckpunkte von s,,s,,... konvergieren gegen P, die 
es, st syn. Hugegen O). Durch einen ebensolchen Streckenzug 
g®=...+s/14+sy 4+s, +. verbinden wir P und Q innerhalb von X. 


Die Streckenzüge s und s’ zusammen zerlegen die Ebene in zwei 
Teile!. Ein Weg w, der einen (in X liegenden) Punkt von s’ mit 
einem (in % liegenden) Punkt von s innerhalb von za=s--s’ ver- 
bindet, besitzt wenigstens einen Randpunkt von $, d.h. einen Punkt 


N 


1) Diese Behauptung ist leicht aus dem in I $ 1 dargestellten Polygon- 
satz der Ebene herzuleiten. Seien erstens A und B zwei Punkte auf verschie- 
‚denen Seiten einer Strecke s;, hinreichend nahe bei ihr; jeder A und B ver- 
bindende Weg w trifft z=s-+s’; wenn w von den Punkten P und O frei ist, 
können wir je’ einen Teil von x hinreichend nahe bei P und Q durch je eine 
‚Strecke ersetzen; das so entstehende Polygon trifft den Weg w und zwar 
nicht auf den neu hinzugenommenen Strecken. Seien ferner A und B zwei 
Punkte, die beide im Innern eines Polygons liegen, welches aus s+s’ durch 
die obige Modifizierung entsteht; falls die Abstände der Punkte A und B von 
den Punkten P und Q größer sind als ge, andererseits die Modifizierung von 
s+s’ zu einem Polygon in einer e-Umgebung von P und von O geschieht, 
wird ein außerhalb von diesen Umgebungen die beiden Punkte A und B im 
Polygoninnern verbindender Weg auch von s-+s’ frei bleiben; das gleiche 
gilt für das Äußere. 
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von 7; ebenso ergibt sich, daß zj auch im Äußern von z Punkte be- 
sitzt. 7 wird also durch z in die Teilmengen M, und M, der inner- 
halb bzw. außerhalb von z liegenden Punkte von 7 zerlegt; M, und M, 
haben nur die beiden Punkte P und Q für gemeinsame Grenzpunkte, 

Sei R ein innerhalb und S ein außerhalb von z liegender Punkt 
von 7, und s, bzw. 's,' je ‘ein diese’ Punkte in $ bzw. in’ W ve 
bindender Streckenzug. Ihre Gesamtheit s, + s,’ zerlegt die Ebene 
in zwei Teile und (wie es sich leicht aus dem Satz IV von IS$1 er 
gibt) von den beiden Punkten P und Q liegt einer im Innern, der 
andere im lies von s, + s,, da nämlich s nur s, (nicht aber s,') 
und s’ nur s,’ (nicht er s,) trifft. — Folglich ist die Eigenschaft, 
daß die Pußla R und S durch zwei, die Punkte P und Q in $ bzw. 
in A verbindende, Streckenzüge z —= s 4 s’ voneinander getrennt werden, 
nur von diesen Punkten selbst und nicht von der speziellen Wahl 
von zz abhängig. Wir werden demgemäß sagen, daß R und S von- 
einander durch P und O getrennt werden; aus der obigen Bemerkung 
folgt, daß dann auch P und QO voneinander durch R und S getrennt 
werden. 

Wir bekommen auf diese Weise eine zyklische Anordnung für 
die Punkte von 7, die wir folgendermaßen deuten wollen. Sei P„ ein 
beliebig aber fest gewählter Punkt von 7; seien P, und P, zwei andere 
Punkte von 7, für diese setzen wir die lineare Ordnungsrelation PR, <P, 
fest; für jeden Punkt P, von 7, der von P,„ durch P, und P, getrennt 
wird, setzen wir PR <P,<P, und sagen, daß P, zwischen P, und 
P, liegt; die Gesamtheit der zwischen P, und P, liegenden Punkte 
bezeichnen wir als das Intervall (P,P,). Sei P, ein nicht zwischen 
P, und P, liegender Bunkt' von’’7; wir'setzen 'P, Pr ’bzw P 2 
je nachdem ob die Punkte P, und P, (wobei P, einen Punkt des 
Intervalles (P, P,) bedeutet) den Punkt P, von P„, oder den Punkt 
P, von P,„ trennen. Diese Ordnungsrelationen sind durch die be 
treffenden Punkte eindeutig bestimmt und haben die Eigenschaft der 
Transıtivität, d.h. ausT2, = 2, "und Ps, Toletgauche 2 
wie man unmittelbar einsieht. — Wir haben ferner gesehen, daß es 
zu je zwei Punkten P, und P, (P,<P,) Punkte P gibt, für welche 
PIE SIERT. sbzw. Ba PR zwe DE besteht. . 

Von einer Folge von Punkten P,, P,,... werden wir sagen, daß sie 
im Sinne der zyklischen Anordnung gegen den Punkt P Siler Pa ) konver- 
giert, wenn sie die folgende Bedingung erfüllt: ist (0, R) ein beliebiges, 
P enthaltendes Intervall, so liegen sämtliche Punkte der Folge, ab- 
gesehen von endlich vielen, im Intervall (O,R). (Falls P=P,, ist 
die Definition so zu fassen, daß jedes Intervall (0, R) nur endlich viele 
Punkte der Folge enthält), 

Wir werden zeigen, daß für unsere geordnete Menge 7 die Konl 
vergenz im zyklischen Sinne mit der gewöhnlichen Konvergenz überein- 
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stimmt. — Sei erstens P,, P,,... eine im zyklischen Sinne gegen P 
konvergierende Folge. Konvergierte diese Folge im gewöhnlichen 
Bene nicht gegen P,.so könnten. wir eine. Teilfolge :P,,, Pas»--- 
Jestimmen, die gegen einen von P verschiedenen Punkt Q konvergiert 
der notwendig zu j gehört, da j abgeschlossen ist); wir setzen dem 
sinfacheren Ausdruck zuliebe voraus, daß P und O von P„ verschie- 
den sind. — Sei R ein beliebiger Punkt von 7 zwischen P und Q 
ınd s und s’ zwei Streckenzüge, die Rund P„in & bzw. in ver- 
sinden. Durch z=s-s’ werden die Punkte P und Q voneinander 
zetrennt. Wenn etwa Q im Äußern von z liegt, können wir eine 
ıußerhalb von x liegende Umgebung. um Q bestimmen, die laut der 
Voraussetzung sämtliche Punkte der Teilfolge P,,, P.,, ;.. von einem 
zewissen Index ab enthält; diese unendlich vielen Punkte P,, sind 


lso von P durch R und P,„ getrennt, gegen die Annahme, daß die 
ide P,P,,... im zyklischen Sinne gegen P konvergiert. — Sei 
‚weitens P,, P,,... eine im gewöhnlichen Sinne gegen P konver- 
sierende Punktfolge; wir werden zeigen, daß sie auch im zyklischen 
Sinne gegen P konvergiert. Seien nämlich O und R zwei beliebige 
Punkte, die P und P„ voneinander trennen. Zwei Streckenzüge s 
and s’, die O und R in & bzw. in X verbinden, bilden ein Polygon zz, 
las etwa P im Innern, P„ im Äußern hat. Eine hinreichend kleine 
Umgebung um P, die ebenfalls im Innern von z liegt, enthält sämtliche 
Punkte der Folge mit Ausnahme von endlich vielen; die in dieser 
Umgebung liegenden Punkte von 7 liegen im Intervall (0, R), also 
auch sämtliche Punkte der Folge P,, P,,..., bis auf endlich viele. 

Wir haben somit das Ergebnis, daß es zu jedem Intervall (O,R), 
welches den Punkt P enthält, eine Umgebung um P gibt, deren 
Durchschnitt mit j zu (0, R) gehört; und umgekehrt gibt es zu jeder 
Jmgebung von P ein P enthaltendes Intervall (O,R), welches ganz 
n dieser Umgebung liegt. 

Wir wählen jetzt eine abzählbare, auf 7 überall dicht liegende 
Teilmenge {P,} von 5.) Laut der nachgewiesenen Übereinstimmung 
ler zyklischen und der gewöhnlichen Umgebungsbeziehungen ist diese 
Menge zugleich überall dicht auf 7 im Sinne der zyklischen Anordnung, 
1. h. jedes Intervall (0, R) von j enthält wenigstens einen Punkt von 
P,!. Auf dem Kreise wählen wir ebenfalls eine abzählbare überall 
lichte Menge {P;}, etwa die Menge der Punkte, deren Winkel mit 
tr kommensurabel sind. Zwischen den beiden Mengen {P,} und {P/} 


1) Etwa auf die folgende Weise: wir nehmen eine sukzessive Folge von 
juadratischen Teilungen der Ebene, aus jeder heben wir diejenigen endlich 
'ielen Quadrate heraus, die Punkte von 7 enthalten, diese Quadrate ordnen wir 
n einer gewöhnlichen Folge, und in jedem Quadrat der Folge wählen wir der 
teihe nach einen von den vorher gewählten verschiedenen Punkt von 7 (wenn 
s einen solchen gibt). 

v. Ker&kjärtö, Topologie. 6 
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bestimmen wir eine die Ordnungsrelationen erhaltende eineindeutige Be. 
ziehung (s. I $4); ferner auf Grund derselben eine die Ordnungs- 
relationen erhaltende Beziehung zwischen 7 und k, indem wir jedem 
Punkte von 7 denjenigen Punkt von % zuordnen, der in bezug auf die 
Punkte von {P/} die gleichen Ordnungsrelationen hat, wie der be 
treffende Punkt von 7 in bezug auf die entsprechenden Punkte von 
{P,}. — Diese Beziehung stellt zugleich eine stetige Abbildung von 
j auf k dar, zufolge der Übereinstimmung der zyklischen und der ge 
wöhnlichen Konvergenzbeziehungen. — Wir erhalten auf diese Weise 
eine topologische Abbildung von 7 auf R. 

Die obige Beweismethode rührt von Hilbert her und wurde für 
den Schoenfliesschen Satz von F. Riesz dargestellt. Der Schoenfliessche 
Beweis des Satzes benutzt Approximationspolygone. 


Wir bemerken noch, daß der Begriff der Erreichbarkeit nich 
erweitert wird, wenn wir statt der obigen Erklärung die folgende ein 
führen: ein Randpunkt P des Gebietes g heiße von g erreichbar 
wenn es ein (wenigstens zwei Punkte enthaltendes) Kontinuum K 
gibt, welches den Punkt P enthält und, abgesehen von diesem 
Punkte, in g liegt. — Wir werden zeigen, daß, wenn ein Rand 
punkt P von g in diesem Sinne in g. erreichbar ist, auch ei 
in g liegender Streckenzug s=s, +s, +... existiert, dessen EcH 
punkte gegen P konvergieren. — Sei K ein den Punkt P enthaltendes 
und sonst in g liegendes Kontinuum; jedem Punkt von K außer F 
ordnen wir eine in g liegende Umgebung zu, deren Radius kleiner is 
als der halbe Abstand dieses Punktes vom Rand von g; die Menge de) 
in diesen Umgebungen enthaltenen Punkte bildet ein oder mehrere 
Gebiete; sei y, ein solches Gebiet, welches ın keinem umfassenderer 
solchen Gebiet enthalten ist. Die Grenzpunkte von y, liegen in g, mi 
Ausnahme von P; da ferner auf dem Rand von y, kein von P ver 
schiedener Punkt des Kontinuums X liegt, so muß y, den Punkt ? zun 
Randpunkt haben (sonst würden die in y, liegenden Punkte von K unk 
die übrigen Punkte von K zwei fremde abgeschlossene Teilmengei 
von K ausmachen, die K zusammen erschöpfen). — Sei k, ein hin 
reichend kleiner Kreis um P, der nicht das ganze Gebiet y, ent 
hält und y, ein innerhalb von ?k, liegendes Teilgebiet von y,, welche 
den Punkt P zum Randpunkt hat und in keinem umfassenderen solchei 
Gebiet enthalten ist. — Sei k,, k,,... eine Folge von Kreisen um P 
deren Radien monoton gegen 0 konvergieren; für jedes » bestimmei 
wir ein in k, liegendes Teilgebiet y,;ı von y, (wie oben y, von y,) 
In diesen Gebieten y, wählen wir je einen Punkt P,. Da P, um 
P,;ı beide im Gebiet y, liegen, können wir sie durch einen innet 
halb von y, liegenden Weg verbinden. Die Gesamtheit dieser Wegı 
bildet einen Streckenzug s, dessen Eckpunkte gegen P konvergieren 
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entweder durch geeignete Konstruktion der aufeinander folgenden 
Wege oder nachher durch Fortlassung von gewissen Teilwegen von s 
sönnen wir erreichen, daß der entstehende Streckenzug sich selbst 
licht schneidet. 


S 5. Hilfssätze über Kurven und Kurvenbögen. 


Unter einer geschlossenen stetigen Kurve x verstehen wir das ein- 

leutige stetige Bild einer Kreislinie: 
r=1, 9=2An, (0OsAS1; r,9 = Polarkoordinaten). 
\ bezeichnen wir als Parameter der Kurve x. 

Sei x eine geschlossene stetige Kurve in der Ebene und sei O 
in nicht auf x liegender Punkt der Ebene. Da x eine abgeschlossene 
Menge ist, gibt es eine solche positive Zahl d, daß der Abstand 
Ss Punktes’ O von der Kurve x größer ist als d.' Wir zer. 
Bier Kreisiinie in ın „Bögen A: SA... 1 = 001: 2... 
#—-1;4,=0, 4,=1), deren jeder auf eine Menge vom Durch- 
messer < d abgebildet ist. Der Vektor, dessen Anfangspunkt O und 
dessen Endpunkt der dem Parameterwert /, = 0 entsprechende Punkt 
P, von x ist, bildet mit der positiven x-Achse einen Winkel, den 
wir mit 0(0) bezeichnen und unter den bis aut Vielfache von 2 
Jestimmten Werten so wählen, daß 0 <9(0)< 2x7 ist. Jedem Punkt 
P, mit einem Parameterwert 4: A, SAsA, ordnen wir denjenigen 


Wert des von dem Vektor O.P mit der positiven x-Achse gebildeten Win- 


zels zu, der sich von #(0) um weniger als unterscheidet. Für #(2,) 


aehmen wir denjenigen Wert, der sich von dem erhaltenen Wert 9 (A,) 


ım weniger als > 
wir einen bei einem Umlauf 0 <}<1 sich stetig ändernden Winkel- 
wert (A), der von den Zwischenwerten 4, des Parameters offenbar 
anabhängig ist und in dem Punkt P(1)= P(0) einen von #(0) um 
ein Vielfaches von 2 verschiedenen Wert (1) ergibt. Die durch 
die Gleichung 


unterscheidet; usw. Auf diese Weise erhalten 


dp) -HO= +2nn 


lefinierte nichtnegative Zahl n (die von der speziellen Parameter- 
larstellung der Kurve offenbar unabhängig ist) bezeichnen wir als die 


Irdnung des Punktes O in bezug auf die Kurve » und schreiben: 
1 = Ord(0)%) 


1) Wenn wir der Kreislinie einen bestimmten Umlaufssinn zuordnen, wird 
auch der Kurve x ein Umlaufssinn zugeordnet; wir bezeichnen die bei einem 
;olchen Umlauf entstehende Änderung des Winkels 9 dividiert durch 2x als 
lie Ordnung des Punktes O in bezug auf die gerichtete geschlossene stetige 
<urve x. 


6* 
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Sei x eine andere geschlossene stetige Kurve mit der Eiger 
schaft, daß je zwei Punkte P und P’ von x und x’, die demselbe 
Punkt des Kreises (oder demselben Wert des Parameters) entsprecheı 
mmer einen kleineren Abstand haben, als die Abstände dieser Punkt 
von dem Punkt ©. (Insbesondere ist diese Bedingung erfüllt, wen 
der Abstand von je zwei entsprechenden Punkten von x und x’ kleine 
ist als der Abstand des Punktes O von den Kurven x und 


Der zwischen O0 und 27 liegende Wert des von den Vektoren 01 


> 
und OP’ gebildeten Winkels ist dann kleiner als ve Nachdem wi 
auf x schon die Werte $(A) bestimmt haben, ordnen wir dem Punk 
P, von x’ denjenigen Wert (0) zu, der sich von $#(0) um wenige 


als = unterscheidet. Wenn wir diese Bestimmung längs der Kurve 


x» und x’ stetig fortsetzen, erhalten wir für jeden Wert von 4 eine 


solchen Wert $’(A), der sich von ®(A) um weniger als = unterscheidet 


endlich erhalten wir für #(1) einen Wert, für den ebenfall 
9’) —- d(1)| < > ist. Folglich ist 9'(1) —0(0) von H(1) — 9 (C 
um weniger als z verschieden, und da beides ganze Vielfache vo! 
2 rn sind, sind sie einander gleich. Die Ordnung des Punktes O i 
bezug auf x und x’ ist also dieselbe. Ebenso folgt, daß die Ordnun; 
der Punkte O und O0’, deren Abstand voneinander kleiner ist, als di 
Abstände dieser Punkte von der Kurve x, in bezug auf x die gleich 
Ordnung haben. (Diese Behauptung ist in der obigen enthalten). 

Sei j eine einfache geschlossene Kurve. Ein außerhalb von 
liegender Punkt O, dessen Abstand von 7 größer ist als der Durch 
messer von 7, hat sicher die Ordnung O0 in bezug auf ;, da näm 
lich für je zwei Punkte ?, und P, von j der zwischen O und 23 


liegende Wert des Mr von OP, und OP, kleiner ist als 70 
daß auch 9(1)— H9(0)<-—, also=0 sein muß. Dann gilt Kor di 


gleiche Behauptung für a außerhalb von 7 liegenden Punkt. Wi 
wir eben gesehen haben, läßt sich nämlich um jeden nicht auf 
liegenden Punkt eine Umgebung angeben, in welcher jeder Punkt ü 
bezug aufj die gleiche Ordnung hat; ferner lassen sich je zwei außeı 
halb von 7 liegende Punkte durch einen 7 nicht treffenden Weg ve 
binden, so daß jeder Punkt dieses Weges in bezug auf z die gleich, 
Ordnung haben muß. (In entgegengesetztem Fall gäbe es einen Punk 
auf diesem Weg, dessen Umgebung immer Punkte verschiedene 
Ordnungen enthält.) Daraus folgt, daß jeder außerhalb von 7 liegend 
Punkt in bezug auf j die Ordnung O besitzt. 

Andererseits läßt sich zeigen, daß jeder innerhalb von 5 liegend 
Punkt in bezug auf 7 die Ordnung 1 hat. — Sei O ein innerhal 
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ron j liegender Punkt; um O beschreiben wir einen kleinen Kreis R, 
ler ebenfalls im Innern von j liegt, und von O legen wir eine 
Strecke 2 nach einem Punkt P von 7, die j sonst nicht trifft. Wir 
ıehmen einen kleinen Bogen b von j, der P als inneren Punkt ent- 
aält, und dessen Durchmesser kleiner ist als der Abstand OP. Der 
zanze Bogen b kann nicht auf der durch / bestimmten Geraden liegen, 
s gibt also eine Strecke /’, die den Punkt O mit einem Punkt P’ des 
3ogens b verbindet, und sonst von 7 frei ist. Seien Q und Or.die 
Schnittpunkte von 2 und 7 mit der Kreislinie k, und sei 00' derjenige 
3ogen von k, der größer ist als der halbe Umfang von k. Nun 
assen wir aus j den Teilbogen PP’ von 5b fort, und nehmen zu 
ien beiden Bögen P’P von j und 00’ von k die beiden Strecken 
PQ, P'O' hinzu; sie bilden 
zusammen eine Eiche ge- 
schlossene Kurve o. Der Punkt 
liegt im Äußern von o, da O 
sich mit einem Punkt des Teil- 


»ogens P P' von b, und dieser 
sich mit dem Unendlichen ver- 
Dinden läßt, ohne o zu treffen. 
Die Ordnung von O in bezug 
uf o ist also gleich O0. Daraus 
lolgt, daß die Winkeländerung 
les Radiusvektors längs 7 die- 
selbe ist wie die längs k. — 
Sei nämlich 9( Ey, der Wert des Winkels in P; bei einem Umlauf 
ım den Bogen PP von j bekommen wir in P’ einen gewissen Wert 
I(P’); längs 7 ändert sich #9 nicht, es ist also 


| (= HP), 

ınd nach einem Umlauf um den größeren Kreisbogen 00 von 0’ 
sis Q erhalten wir für 9(0) den Wert #(0)—=#H(P). Sei andererseits 
\(P) bzw. 0(0) der Endwert, den man aus #(P) bzw. 9(Q) nach 
:inem vollständigen Umlauf um 7 bzw. k unter Beibehaltung des Um- 
aufssinns bekommt. Dann ist 


10(0) — #(0)!< 2 
|0(P) —6(P')| < > 
ad da 6(P) —0H(P) ein ganzzahliges Vielfaches von 2 ist, folgt 
(pP) — (P) = — 8(Q) +00). 


“ür die Kreislinie Ak hat man offenbar 
Ord (0) = 
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so daß auch 
Ord(O)—=1 
j 

ist. 

Bei einem Umlauf des Punktes P um die Kurve 7 ändert sich 
der Winkel des Vektors OP, wobei O einen im Innern von 7 liegen 
den Punkt bedeutet, um + 27. Wir verstehen unter einem positive 
Umlauf der Kurve j denjenigen, bei welchem diese Änderung gleicl 
—+ 27 ist, den anderen bezeichnen wir als einen negativen Umlauf. 

| 

Sei 7 eine einfache geschlossene Kurve, und ? eine topologi 
sche Abbildung von 7 auf sich selbst, die keinen Fixpunkt hat 
d. h. keinen Punkt sich selbst entsprechen läßt!l. Wir verbinder 
einen Punkt P mit seinem Bildpunkte P’ durch eine gerichtet 


Strecke PP: sei 9 der Winkel, den dieser Vektor pp mit de 
Richtung der positiven x-Achse bildet. Wir betrachten die Ändern 
des Winkels #, während der Punkt P einmal in positivem Sinne dit 
Kurve 7 umläuft. | 

Wenn j eine Kreislinie ist, ist diese Änderung offenba 
gleich 2rz. In diesem Fall nimmt nämlich der Wert des Winkels 


den der Vektor OP mit der positiven x-Achse bildet, monoton zu 
und nimmt in zwei verschiedenen Lagen niemals um ganzzahlige Viel 
fache von 27 verschiedene Werte an, was aus leichten elementat 
geometrischen Überlegungen folgt. | 

Sei nun 7 eine beliebige einfache geschlossene Kurve. Wi 
können 7 durch eine topologische Deformation in eine Kreislinie übeı 
führen. Darunter verstehen wir folgendes: jedem Punkt P der Kurve 
ordnen wir eine stetige Kurve (P,) (O <t<1) zu, die als eindeutige 
stetiges Bild des Intervalls O0 <t<<1 erklärt wird, so daß dem Para 
meterwert {= (0 der Punkt P entspricht, und die Beziehung zwischei 
den Punkten P und P, für jedes (0 <t<{1) eine topologische Ab 


1) Es ist klar, daß ? den Umlaufssinn von 7 nicht ändern kann, d.h. dal 
einem positiven Umlauf des Punktes P um j ebenfalls ein positiver Umlau 
des Bildpunktes P’ entspricht. Im anderen Fall gibt es genau zwei Fixpunkte 
Setzen wir voraus, daß 7 eine Kreislinie ist, sei der Polarwinkel des Punkte 
P0O<gp<2na), p' der seines Bildpunktes. Während » von 0 bis 2 geht 
ändert sich p' von @,' bis 9, —2x, wobei p,’ den Winkel des Bildpunkte 
von P, (=) bedeutet. Ist 9,’ von 0 verschieden (mod 2x), 0 < 9, <2x 
so ist die eindeutige stetige reelle Funktion 9 —p für 9=(0 positiv, fü 
= 9y negativ, im Intervall O0 <@<{py,’ gibt es also wenigstens einen Wert 
für den o,’=g, ist; da ferner @ und auch — 9’ monoton wachsende Funktionei 
von 9 sind, so gibt es in diesem Intervall auch nur einen solchen Punkt 
Ebenso gibt es in dem Intervall 9, <g@<2x einen und nur einen ‚Wert & 
für welchen 9,'’= 9, ist. Der Bogen 9, <p<y, geht bei der Abbildung ü 
den Bogen 9, +27 >29>9, über. . 
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sildung der Kurve 7 darstellt. Dem Wert 2=1 soll dabei eine Kreis- 
inie entsprechen. — Diese Deformation können wir mit Hilfe der 
n II $2 besprochenen Sätze angeben. Sei k eine Kreislinie, die j 
'n ihrem Innern hat, und seien 7’ und $R’ zwei konzentrische Kreise, 
ron denen 7’ im Innern von %’ liegt. Wir bilden die Ebene auf sich 
selbst topologisch ab, so daß k in kR’ und 7 in j’ übergeht. Wir 
nehmen die radialen Wege, die je einen Punkt von 7’ und Kk’ ver- 
inden, und deformieren 7’ längs dieser Linien in k’, so daß bei jedem 
Parameterwert (0 <t<1) dem Kreis 7° ein konzentrischer Kreis ent- 
pricht. Seien etwa (r,@) Polarkoordinaten mit dem gemeinsamen 
‚ittelpunkt von j und R’ als Anfangspunkt und seien », bzw. r, (r, > 7,) 
lie Radien von 7’ bzw. von KR. Jedem Punkt (r,, ) von 7’ und 
lem Parameterwert £ ordnen wir den Punkt (r,, 9,) 


| (arntit en 

| RN 

u. Dieser Deformation entspricht vermöge der Abbildung der Ebene 
uf sich eine Deformation von 7 in k, bei welcher immer zwei ver- 
‚chiedene Punkte von j; zwei verschiedene Bildpunkte haben. Bei 
lieser Deformation ändern sich die Punkte P und P’ stetig, sie 
»leiben immer voneinander verschieden, folglich ändert sich auch die 


— 
xichtung des Vektors stetig. Die Richtungsänderung von PP’ bei 
inem positiven Umlauf um 7 ist ein ganzzahliges Vielfaches von 2 x, 
las sich bei der Deformation von 7 in k stetig ändert, so daß es wie 


ir die Endlage k auch für die Kurve ; den Wert 2 besitzt. Bei 


inem negativen Umlauf ist die Richtungsänderung von PPp' gleich 
-2n. 


Wir beweisen hier einige im folgenden nötige Hilfssätze über 
»ysteme von einfachen geschlossenen Kurven. 

I. Seien 5, ja, ---, 7, endlich viele einfache geschlossene Kurven, 
on denen je zwei einander in wenigstens zwei Punkten treffen. Der Rand 
ines beliebigen, von der Menge j, 41a + ::: + 7, bestimmten Gebietes 
gesteht aus einer einfachen geschlossenen Kurve. 
' Zuerst betrachten wir den Falln=2. Seien 75 und!7, 'zwei 
infache geschlossene Kurven, die wenigstens zwei gemeinsame Punkte 
‚aben. Unter einem Bogen ß verstehen wir entweder einen ge- 
einsamen Bogen von zj, und 7,, der in keinem umfassenderen solchen 
| 


In} 


‚ogen enthalten ist, oder einen von j, freien Bogen von j,, dessen 
‚ndpunkte auf 7, liegen, oder einen von j, freien Bogen von 7,, dessen 
‚ndpunkte auf j, liegen. Die Bögen 5 bilden eine abzählbare Menge. 
lie Punkte von 5, (bzw. von 7,), die nicht zu den Bögen ß gehören, 
‚egen auf z, (bzw. auf 7,) nirgends dicht. 
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Sei g ein beliebiges von dem Kontinuum 7, +7, bestimmtes 
Gebiet; der Rand o von g ist ein Kontinuum (s. S. 37). Wenn 
ein Bogen ß einen von seinen Endpunkten verschiedenen Punkt au: 
dem Rand o besitzt, gehört auch jeder Punkt von ß zu 0. Se 
nämlich P ein zu o gehöriger innerer Punkt von ß; wir könner 
einen einfachen Bogen b bestimmen, dessen Endpunkte Q, und Q, 
auf dem Bogen ß liegen und auf $ durch P getrennt werden, unc 
welcher abgesehen von seinen Endpunkten die Kurven 5, undj, nich! 
trifft. Wir wählen diesen Bogen b derart, daß er einen Punkt ing 
besitzt, dann verläuft b ganz in g und folglich sind sämtliche Punkte 
des Teilbogens 0,0, von  Randpunkte von g. Nun ist aber die 
Menge der zu o gehörigen Punkte von ß abgeschlossen, so daß deı 
ganze Bogen ß zu o gehört. | 

Für die zu dem Rand o von g gehörigen Bögen ß besteht eine 
natürliche zyklische Anordnung. Seien ß, und f, zwei Bögen aufg 


| 


und sei s ein in g verlaufender Streckenzug, der einen inneren Punk 
von ß, mit einem inneren Punkt von /, verbindet. Dieser Strecken 
zug zerlegt das Gebiet g in zwei Teilgebiete g, und g,.') Ein Bogen ß, 
auf o gehört entweder zu g, oder zu g,, aber nicht zu beiden. Seier 
ß, und ß, zwei beliebige Bögen ß auf o; je nachdem ob Pf, und ß 
ing durch s getrennt werden, oder nicht, werden wir sagen, daß da: 
Paar (ß,, ß,) durch (ß,, ,) getrennt wird, oder nicht; das Paar (ß,, ß, 
ist alsdann durch das Paar (ß,, ß,) ebenfalls getrennt, bzw. nicht ge 
trennt. — Jedem Bogen ß können wir eine Richtung zuschreiben 
nachdem wir für einen Bogen die Richtung beliebig angenommei 
haben, so daß der Anfangspunkt von ß, und der Endpunkt von ß, 
durch den zwei innere Punkte von ß, und /, verbindenden Strecken 
zug s in g nicht getrennt werden, während der Anfangspunkt von ß 
von dem Anfangspunkt von ß, getrennt wird. Auf diese Weise er 
halten wir eine zyklische Anordnung der gerichteten Bögen au 
dem Rand og von g (vgl. auch II $ 4). \ 

Seien (ß,, Ba, ...) diejenigen Bögen ß, die auf dem Rand o vol 
g liegen. Wir bestimmen eine Abbildung dieser Bögen auf eim 
Menge (ß,/’, P,,...) von Kreisbögen auf die folgende Weise. Wi 
können voraussetzen, daß keine zwei von den ersten drei Bögen ß, 
Pa, A, einen gemeinsamen Punkt haben?). Wir zerlegen die Kreis 
linie k in 6 gleiche Bögen, seien ß,’, Py ; Pa drei von diesen Bögen 
die paarweise voneinander fremd sind; wir bilden die gerichteter 
Bögen ß,, ß,, Pf, topologisch auf die positiv gerichteten Bögen Pr 
Pa, ß, ab, so daß der Anfangs- bzw. der Endpunkt von ß,, Ps; ß 


!) Dieser Satz wird erst in III $1 bewiesen werden; hier setzen wi 
ihn als bewiesen voraus. 

?) Für den Fall, daß nur endlich viele Bögen f, vorhanden sind, ist nun 
mehr der obige Hilfssatz unmittelbar klar. 
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lem Anfangs- bzw. dem Endpunkt des entsprechenden Kreisbogens 
ontspricht. Wenn nun /, etwa zwischen ß, und ß, liegt, d.h. durch 
‘5, und ß, von /, getrennt wird, bilden wir f, auf einen zwischen 
3, und ß, liegenden Kreisbogen ß,’ ab; dieser Bogen ß,’ ist ent- 
weder mit dem ganzen Bogen zwischen ß,’ und ß,, oder mit einer 
(Hälfte davon, oder mit dem mittleren Drittel identisch, je nach- 
‚lem ob 8, beide Bögen ß,, ß,, oder nur einen, oder aber keinen 
von ihnen trifft. Auf die gleiche Weise fortfahrend bekommen wir 
eine topologische Abbildung der in (P,, ß,, ...) enthaltenen Punkte 
auf eine auf der Kreislinie überall dichte Punktmenge, bei welcher 
die Ordnungsbeziehungen ungeändert bleiben. Diese Abbildung er- 
'weitert sich zu einer topologischen Abbildung von o auf k. In der 
‚Tat gibt es zu jedem Punkt P von o, der nicht auf einem Bogen ß 
liegt, eine Folge von Bögen BW, Bw; 8, B®;..., die gegen diesen 
‚Punkt konvergieren, und von denen immer A4= und B@+V durch 
‚pw, 5%) voneinander getrennt werden. Auf der Kreislinie entspricht 
, Folge eine ähnliche Folge von Kreisbögen, die gegen einen 
Punkt konvergieren. Daraus folgt ähnlich, wie im vorigen Paragraphen, 
daß die Abbildung zwischen o und *k eineindeutig und stetig ist. 
Für mehr als zwei Kurven ergibt sich daraus die Behauptung ohne 
weiteres. Sei 7, eine dritte Kurve, die jede der Kurven 7, und 7, 
‚wenigstens zweimal trifft. Sei g, ein beliebiges von j, +7,47, be- 
stimmtes Gebiet; sei g das durch 7, + 7, bestimmte Gebiet, zu welchem 
'g, gehört; der Rand o von g ist eine einfache geschlossene Kurve; 
'g, ist ein durch die beiden einfachen geschlossenen Kurven 0 und 7, 
Destimmtes Gebiet, also ist sein Rand eine einfache geschlossene 
Kurve. Durch Schluß von n auf n-+1 ergibt sich somit die Be- 
hauptung für jede endliche Zahl n. — 
U. Sei j eine einfache geschlossene Kurve, und seien b,,b,,...,b, 
endlich viele einfache Bögen. Je zwei innerhalb von j und nicht auf 
den Bögen b,,b,,...,b, liegende Punkte A und B lassen sich durch 
einen innerhalb von 7 verlaufenden einfachen Bogen verbinden, der mit 
den Bögen b,,b,,---; b, nur endlich viele gemeinsame Punkte hat. 
Wir ergänzen die Bögen b,, b,, ..., b, zu einfachen geschlossenen 
Kurven 7,, 795 --., 7„, die nicht durch die Punkte 4 und B gehen. — 
Wir bezeichnen mit {0} die Menge derjenigen Punkte Q von j, 


‚deren Umgebung immer sowohl zu j, @=1,2,...,n) gehörige, wie 
auch von derselben Kurve j, freie Punkte von j enthält; diese 
Menge {0% ist nirgends dicht auf 7. 

Ä Wir zeigen nun: wenn C und D zwei beliebige nicht zu {QX} 
lörige Punkte von 7 sind, so lassen sie sich durch einen ein- 
fachen Bogen verbinden, der innerhalb von 7 verläuft, und mit den 
‚Kurven 11» Ja> +, 7, aur endlich viele Punkte gemeinsam hat. Daraus 
folgt dann leicht der obige Hilfssatz. 
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Wir betrachten die Bögen von 7,, die C und D innerhalb von 5 
voneinander trennen; es gibt nur endlich viele solche Bögen. Wir 
können nämlich um C und um D je einen von {0} freien Bogen 
von 7 angeben; die beiden übrigbleibenden Bögen von 7 haben einen 
positiven Abstand voneinander, andererseits muß jeder Bogen vonj,, 
der C und D im Innern von 7 voneinander trennt, diese beiden 
Bögen von j verbinden; auf j, gibt es aber nur eine endliche Anzahl 
von fremden Bögen, deren Durchmesser eine feste positive Zahl 
überschreitet. Folglich gibt es endlich viele solche Gebiete, die von 
j und ;, bestimmt werden, und die C und D innerhalb von 7 von. 
einander trennen; seien diese Gebiete g,, 85, -.., g,. Der Rand jedes 
solchen Gebietes besteht aus je einer einfachen geschlossenen Kurve, 
Wir nehmen’? —'1 :solche‘ Punkte” C, . C35..1,.0727. von denen ze 
ein im Innern von 7, d.h. auf 7, liegender gemeinsamer Randpunkt 
von g, und g,,, ist, und der nicht zur Menge derjenigen Punkte von 
7, gehört, deren Umgebung immer mit 7, ? = 2, 3,..., n) gemeinsame, 
und auch von derselben Kurve 7, fremde Punkte von 7z, enthält. Wir 
verbinden die Punkte C,C,, Ca, -.., C,_,, D miteinander durch ein- 
fache Bögen innerhalb von 7, die zj, sonst nicht treffen. Wir können 
also die Punkte C und D innerhalb von 7 durch einen einfachen 
Bogen verbinden, der j, nur in endlich vielen Punkten trifft. 

Nehmen wir die Kurve ;,, und wenden wir dieses Ergebnis auf 
je zwei Punkteif 6) C5:G,,:C53» 15 CH], Dean Kdannvkerhaltengeeee 
einen C und D verbindenden einfachen Bogen innerhalb von 7, der 
j, und auch 5, nur in endlich vielen Punkten trifit. Die gemein- 
samen Punkte dieses Bogens mit j, wählen wir wieder derart, daß 
sie nicht in jeder Umgebung mit j, gemeinsame und auch von der 
selben Kurve 7, fremde Punkte von 7, besitzen. Auf diese Weise 
fortfahrend erhalten wir endlich einen einfachen Bogen, der C und D 
innerhalb von 7 verbindet, und die Kurven 7,, %,...,7, nur ın 
endlich vielen Punkten trifft. — Daraus folgt der oben formulierte 
Hilfssatz und auch die folgende Erweiterung: 

Sei j eine einfache geschlossene Kurve, und seien bj, da, ».-, Dy 
endlich viele einfache Bögen. Seien ferner A, Bund C drei beliebige 
Punkte im Innern von 5, die nicht auf den Bögen b, liegen. Esläßt 
sich eine im Innern von 7 liegende einfache geschlossene Kurve an. 
geben, die durch die Punkte A, B, C geht und die Bögen b,, b,, ..., D, 
nur in endlich vielen Punkten trifft. — 
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Als eine geschlossene Kurve wird nach Schoenflies eine beschränkte 
Punktmenge bezeichnet, die in der Ebene zwei Gebiete bestimmt 
und mit dem Rand jedes dieser beiden Gebiete identisch ist. Eine 
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spezielle Gattung davon bilden die einfachen geschlossenen Kurven, 
deren Punkte sämtlich in beiden Gebieten erreichbar sind; der 
‚Jordansche Kurvensatz und die Schoenfliessche Umkehrung desselben 
haben uns gezeigt, daß diese Definition mit der Erklärung der ein- 
hen geschlossenen Kurven als topologischer Bilder des Kreises 
‚übereinstimmt. 

Eine geschlossene Kurve y bildet, als identischer Rand von zwei 
‚Gebieten, eine zusammenhängende perfekte Punktmenge (s. S. 37). 
Bezeichnen wir als das Innere $ bzw. das Äußere WA von y das von 
y bestimmte beschränkte bzw. unbeschränkte Gebiet. Die von 
‚(und ebenso die von W) erreichbaren Punkte von y liegen auf y 
‚überall dicht. Sei nämlich P ein beliebiger Punkt von y, Up eine 
Er Umgebung um P, O ein in Up liegender Punkt von *$, und 


R der erste auf y liegende Punkt der Strecke OP; R ıst dann ein 
von % erreichbarer Punkt von y. 

Die von % (bzw. von X) erreichbaren Punkte bilden auf dem 
'Rand von % eine zyklisch geordnete Menge. Sei nämlich g ein ein- 
‚facher Streckenzug in $, dessen Endpunkte P und O auf y liegen, 
"und seien R und $S zwei von P und Q verschiedene von $ erreichbare 
‘Punkte von y; falls dann jeder die Punkte R und S in { verbindende 
'Streckenzug den Streckenzug g trifft, so sagen wir, daß die Punkt- 
'paare (P,O) und (R, S) sich auf dem Rand von $ trennen. Wenn 
'P und Q zusammenfallen, enthält das Innere von g keinen Punkt 
von y, so daß es kein trennendes Punktpaar (R, S) gibt. Wenn 
dagegen P und O voneinander verschieden sind, zerlegt g das 
‚Gebiet 3 in zwei Teilgebiete g, und g,,") deren jedes auf dem 
Rand wenigstens je einen Punkt von y besitzt; wenn R einen er- 
reichbaren Randpunkt von g, auf y, und S einen ebensolchen Rand- 
punkt von g, bedeutet, trennen sich die Punktpaare (P, Q) und (R, S) 
auf dem Rand von $. / 

Sei (n) die zyklisch geordnete Menge der von & erreichbaren 
Punkte von y. Ähnlich wie in II 84 nehmen wir einen Punkt 
P, von (n), und bezeichnen als Intervall (PO) die Menge derjenigen 
Punkte von (n), die durch (P, O0) von P, getrennt sind. Ein 
‚Schnitt von (n) wird definiert durch eine Folge ineinander ent- 
haltener Intervalle (P,O,), (P, 05), -.-, die jeden Punkt von (n) oder 
jeden mit Ausnahme eines einzigen auslassen (d. h. es gibt ent- 
weder keinen oder nur einen einzigen Punkt von (n), der in sämt. 
lichen Intervallen BB, O,) der Folge enthalten ist). Zweı Intervall- 
folgen (P,Q,), (P,Q,), ... und (P/Q1), (P20Q%), ... definieren dann und 
‚aur dann denselben Schnitt, wenn jedes Intervall (P,Q,) ein Intervall 


| ') Diesen Satz werden wir erst in III $ 1 ausführlich beweisen; hier sei 
sr als bereits bewiesen vorausgesetzt. 

| 
| 
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(P/Q@}) enthält, und umgekehrt. Durch zwei verschiedene Schnitte 
wird (n) in zwei Teilmengen (n,) und (n,) zerlegt. Die Ableitung 
eines solchen Teiles (n,) oder (n,) bezeichnen wir als einen Kurven- 
bogen von y. Er heißt ein eigentlicher Kurvenbogen, wenn er nicht 
mit der ganzen Kurve y identisch ist, sonst heißt er ein uneigent. 
licher Kurvenbogen. — Auf die gleiche‘ Weise definiert man Kurven- 
bögen mit Hilfe der von W erreichbaren Punkte. 

Hier werden wir ein von Brouwer gegebenes Beispiel für eine 
geschlossene Kurve, die sich nicht in zwei eigentliche Kurvenbögen 
zerlegen läßt, wiedergeben!. Wir werden die beiden Gebiete $% 
und X konstruieren, deren Ränder identisch sind, und die beide, zu- 
sammen mit dem Rand, die Ebene erschöpfen; der Rand ist also 
eine geschlossene Kurve. — Für die auf Fig. 12 schematisch gezeich- 
nete Kurve wird A gebildet von demjenigen Teil der Ebene, welcher 
außerhalb des Hauptrechteckes liegt, sowie von den schwarz schraf- 
fierten Teilgebieten des Hauptrechteckes; % ist das rot schraffierte 
Teilgebiet des Hauptrechteckes. 

Das erste schwarze Gebiet ist ein in der Mitte der Grundlinie 
des Hauptrechteckes in der Weise aufgerichtetes Teilrechteck, daß 
der zweimal umgebogene weiße Streifen, welcher übrigbleibt, in 
seinen drei Teilen dieselbe Breite besitzt. — Das Verhältnis seiner 
Grundlinie zu der des Hauptrechteckes sei 1:(2«-+-1) (auf der Fig. 12 


ist 2&--1= 11); dann hat der weiße Streifen eine Breite 
wenn 1 die Länge der Grundlinie des Hauptrechteckes ist. 

Jetzt zeichnen wir den zwischen den Querschnitten P,P/ und 
0,0/ enthaltenen Teil des roten Gebietes. Es besteht aus einem 


De 
2c + 


Streifen von der Breite N RAR und sein Rand verläuft überall 
2c +1 2c-+1 


im Abstande (5 Zn n) parallel dem Rand des eben genannten weißen 


Streifens, in dem er enthalten ist. | 

Das zweite schwarze Gebiet wird jetzt in der Weise um den 
bisher gezeichneten Teil des roten Gebietes außen herumgelegt, daß 
links auf der Grundlinie des Hauptrechteckes angefangen und rechts 
auf der Höhe von 0,0} aufgehört wird. Die Breite dieses Streifens 
ist wieder der 2@—-1-te Teil von der des weißen Streifens, in dessen 
Mitte er hineingelegt wird. 

Die beiden jetzt vorhandenen schwarzen Gebiete lassen im 
Hauptrechteck einen sechsmal umgebogenen Streifen frei, und das 
rote Gebiet wird jetzt in der Weise fortgesetzt, daß es auch die bis 
her von ihm freien Teile durchzieht, und zwar diese in ihrer Mitte 
und unter Hinwegnahme des 2«&-+-1-ten Teiles ihrer Breite. Das 


1) Diese Konstruktion entnehmen wir (wörtlich) aus der Brouwerschen 
Arbeit, Math. Ann. 68, S. 423, 1910. 
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:ote Gebiet wird also fortgesetzt vom Querschnitt O, 0} bis zum Quer- 
schnitt 0,0), welcher denselben Abstand von der Grundlinie des 


ÄRNNUNINÄNIIIUIISIÄÄNÄSSIIÄNISNÄSSNNUSNUAASNÄNINÄNNNNNNANNNÄNNNANNNANNNAANNNÄNNNANNANNNNANANNANAANN 


ÄRRRRRRRÄRÄRÄRÄRÄRÄRKRKRK—;—;—;—;—;RK=KQQRRR=<QQ 


rn 


| & 


‘ 
’ 
‘ 
VE RELELEERLELELLEZEZZEZA 


7 


AHA 


_ 


INANNNNNANS 


N NN - 
NN N a 
N rd \ a 
vv \ \a 
u 
AÄNUNANN N 
\ 


0 


N 
NANNÄNNÄNAÄNNNNRANNNNÄNNNANNANNANNNS 


AA CA A GGG”: .,00000,. 77,7 


| _ £ 
\ 
IB; \ . \ 
| \ S N 
| | \  SEIZLmM? RR == —« 
| ee SE € 


RS 
dauptrechteckes besitzt, wie die vertikale Linie in Q, vom zweiten 
chwarz schraffierten Gebiet. 

In dieser Weise fahren wir fort. Abwechselnd wird ein neues 
chwarzes Gebiet um den schon vorhandenen Teil des roten Gebietes 
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außen herumgelegt, wobei ganz links auf der Grundlinie des Haupt: 
rechteckes angefangen, und auf derselben Höhe mit dem bisher 
fertigen Teile des roten Gebietes aufgehört wird, und sodann das 
rote Gebiet in der Weise fortgesetzt, daß es in alle Teilkanäle des 
von den schwarzen Gebieten freigelassenen Streifens eindringt. Diese 
Verlängerungen des roten Gebietes geschehen abwechselnd auf beiden 
Seiten: nach einer Fortsetzung von 0,0% bis QOn+10n+ı folgt eine 
Fortsetzung von P,„ P} bis P„+ı Pj +1. Von jedem weißen Streifen, welcheı 
neu durchzogen wird, sei es von einem roten oder von einem 
schwarzen Gebiet, wird der 2@&--1-te Teil der Breite in Anspruch 
genommen, 

Jedem Randpunkte eines der schwarzen Gebiete kommt nach 
genügender Fortsetzung des Verfahrens das rote Gebiet beliebig nahe 
und jedem Randpunkte des roten Gebietes kommen schließlich die 
schwarzen Gebiete beliebig nahe, während durch den vollständiger 
Rand y des roten Gebietes das rote und das schwarze Gebiet von 
einander getrennt werden. 

Die Restmenge von y besteht aus den beiden Gebieten $ und Y 
y ıst der gemeinsame Rand dieser beiden Gebiete, also eine ge 
schlossene Kurve. | 

Wählt man O, und O/ als Schnitte der für das innere Gebiet 
erreichbaren Punkte, so werden dadurch zwei uneigentliche Kurven 
bögen bestimmt. Eine kurze Überlegung zeigt ferner, daß bei jedeı 
Zerlegung von y in zwei Kurvenbögen wenigstens einer von beider 
uneigentlich ist. | 


Den Schoenfliesschen Satz von der Invarianz der geschlossene 
Kurve, laut dessen jedes topologische Bild einer geschlossenen Kurve 
in der Ebene auch selbst eine geschlossene Kurve ist, werden wii 
erst in III $ 6 beweisen. | 
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Unter einer stetigen Kurve versteht man das eindeutige stetige 
Bild des Intervalls O<x<1. Es erhebt sich die Frage, unteı 
welchen Bedingungen eine Punktmenge eine stetige Kurve ist. Fü 
ebene Punktmengen hat zuerst Schoenflies die folgenden notwendiger 
und hinreichenden Bedingungen gefunden: 

M soll ein beschränktes Kontinuum sein, mit den folgenden Eigen 
schaften: | 

1. Unter den von M bestimmten Gebieten gibt es nur eine endlich 
Anzahl von solchen, deren Durchmesser eine beliebig gegebene positiv 
Größe e überschreitet. 


$ 7. Stetige Kurven. 95 


2. Jeder Punkt von M ist allseitig erreichbar in denjenigen Ge- 
hieten, zu deren Rand er gehört. 
' Die allseitige Erreichbarkeit wird folgendermaßen erklärt: sei g 
"in Gebiet und P ein Randpunkt von g; sei ferner g ein beliebiger 
“infacher Bogen, der abgesehen von seinen beiden auf dem Rand 
‘on g liegenden Endpunkten in g verläuft. g bestimmt in g ein oder 
nehrere Gebiete!. Wenn g, ein beliebiges von g bestimmtes Teil- 
rebiet von g, ist, zu: dessen Rand der Punkt P. gehört, soll P 
in erreichbarer Randpunkt von g, sein. Wenn diese Bedingung 
immer erfüllt ist, wie auch sonst qg gewählt wird, sagen wir, daß P 
n g allseitig erreichbar ist. 

Zum Beispiel nehmen wir das Gebiet g, welches aus dem Innern 
les Quadrats: 


[0sxz<s1 
lo<y<i1 


ntsteht, wenn wir die Strecken 2, mit den Endpunkten 
lo: (@ y) = (0, 3), (8 3) 
Tara 1 
DR, = (0, 3)» 3 + u) n=], 2er) 


Be assen (s. Fig. 13). Der Punkt P:(0, 3) ist 
‚lseitig erreichbar; der Punkt Q:(z, 3) ist im 
sebiet g erreichbar, aber nicht allseitig er- 
eichbar. — 

Wegen des Beweises des oben formulier- 
en Satzes von Schoenflies verweisen wir den 


Weser auf Bericht Il, S. 199 ft. 


Wir bringen hier eine andere, allgemei- Fig. 13. 

iere Charakterisierung der stetigen Kurven, 

lie von Hahn und Mazurkiewicz gegeben wurde. Zu diesem Zweck 
rklären wir den Begriff des Zusammenhanges im Kleinen folgender- 
naßen: | 

| Ein beschränktes Kontinuum K heißt im Punkt P von K zu- 
usammenhängend im Kleinen, wenn es zu jeder positiven Zahl & eine 
‚ositive Zahl ö gibt, so daß jeder in der d-Umgebung von P 
egende Punkt von K durch ein in der e-Umgebung von P liegen- 
les Teilkontinuum von K mit P verbunden ist (siehe den Rand 
les in der obigen Figur gegebenen Gebietes, der im Punkt O 
ücht zusammenhängend im Kleinen ist). Wenn ein Kontinuum K in 


!) Wie wir in III $$ 1, 3 sehen werden, ein oder zwei Gebiete. 
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jedem seiner Punkte im Kleinen zusammenhängend ist, sagen wir 
daß K im Kleinen zusammenhängend ist!). 


Aus dem Überdeckungssatz von Heine und Borel folgt, daß 
wenn diese Eigenschaft für ein beschränktes Kontinuum K be 
steht, dann sie zugleich gleichmäßig besteht, im folgenden Sinne 
wenn e>0 beliebig gegeben ist, läßt sich 6>0 so bestimmen 
daß je zwei Punkte Q, und Q, von K, deren Abstand <ö ist, durct 
ein Teilkontinuum von K vom Durchmesser < e verbunden sind. — 
Bestimmen wir in der Tat um jeden Punkt P von K eine Umgebung 
mit einem Radius öp, so daß jeder in der 2öp-Umgebung von F 


liegende Punkt von K mit P durch ein in der Umgebung von F 


liegendes Teilkontinuum von K verbunden ist. Unter diesen Um 
gebungen gibt es eine endliche Zahl von Umgebungen, die das ganz 
Kontinuum K bedecken; sei ö(>0) der Radius der kleinsten voi] 
diesen endlich vielen Umgebungen. Wenn dann zwei Punkte ® 
und Q, von K einen Abstand <ö voneinander haben, so gibt & 
eine unter den endlich vielen Umgebungen, etwa mit dem Mittel 
punkt P, die den Punkt Q, enthält; die 2 d-Umgebung voı 
P enthält dann beide Punkte Q, und Q,, beide sind also mi 
€ 
DE 
also beide miteinander durch ein Teilkontinuum von K vom Durch 
messer < e verbunden. | 


P durch je ein Teilkontinuum von K vom Durchmesser < ui 


Die von Hahn und Mazurkiewicz herrührende Charakterisierung 
der stetigen Kurven besagt: 


Dafür, daß eine Punktmenge M eine stetige Kurve ist, ist es notwendi, 


!) Dieser Begriff, sowie auch der unten zu formulierende Satz, die sich nw 
auf innere Eigenschaften der Menge beziehen, übertragen sich für den n-dimen 
sionalen Raum, ferner auch für die Frechetschen normalen D-Räume (classes D 2e 
males) (sogar auch für allgemeinere abstrakte Räume). Ein D-Raum wird erklärt al 
eine Menge von Elementen, Punkte dieses Raumes genannt; je zwei Punkten A um 
B ist eine nicht negative reelle Zahl (4, B)=(B, A) zugeordnet, mit den folgende 
Eigenschaften: (A, B)=0 dann und nur dann, wenn A und B identisch sind; fü 
irgend drei Punkte A,B,C besteht die Beziehung (4,C)<(4,B)+(B,C). 
Ein D-Raum heißt normal, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 1. Da 
Bestehen des Cauchyschen Konvergenzprinzips: wenn eine Folge von Punktei 
P,,Pa, -.. die Eigenschaft hat, daß es zu jeder positiven Zahl e einen Index 
gibt, so daß für je zwei Punkte P,„ und P,„ der Folge, für welche m>n,,n>n 
ist, (Pın, Pn) <e besteht, so gibt es einen (und nur einen) Punkt P5 im Raum 
gegen den diese Folge konvergiert, in dem Sinne, daß lim (P,,Po)=0 ist 

NnZ=R 
2. Es gibt eine abzählbare Menge von Punkten des Raumes, deren Ableitung 
den ganzen Raum ergibt; dabei rechnen wir einen Punkt P des Raumes zu 
Ableitung einer Menge M, wenn es eine Folge von lauter verschiedene: 
Punkten P,, 2% e:. yon M ‚gibt Türzwelche um 2, vr) Duer 
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ınd hinreichend, daß sie ein beschränktes, im Kleinen zusammenhängendes 
Kontinuum ist‘). 

Zuerst zeigen wir, daß die Bedingung notwendig ist. Laut I $3 
st das eindeutige stetige Bild des Intervalls 0 <x<1 ein beschränktes 
Xontinuum; es ist noch zu zeigen, daß es im kleinen zusammen- 
hängend ist. — Gesetzt P wäre ein Punkt von M und P.,P,,.-: 
‚ine gegen P konvergierende Folge verschiedener Punkte von M, 
nit der Eigenschaft, daß jedes P, und P enthaltende Teilkontinuum 
BR einen; Durchmesser >. hat (e> 0,. fest). ..Sei P\', Pah»- 
ine Menge von solchen Punkten des Intervalls, daß der Bildpunkt 
"on der Bunkt pP, ist; die Punkte, P7.2,,.,. sind. zufolge‘ der 
entipkeit der Abbildung voneinander verschieden. Sei Pi, Pass - -- 
‚ine Teilfolge von P,', P,', ..., welche gegen einen Punkt P’ konvergiert. 
Jem Punkt P’ entspricht als Bild der Punkt P, zufolge der Stetig- 
zeit der Abbildung. Zufolge der Stetigkeit gibt es ferner ein Inter- 
% (Q’ R’), das P im Innern enthält und dessen Bild einen Durch- 
nesser <e hat. Für hinreichend großes z gehört der Punkt P/ zu 
liesem Intervall; das Bild des Intervalls (O’R’) ist also ein Teil- 
xontinuum von M vom Durchmesser < e, welches die Punkte P und 
>, verbindet, gegen unsere Annahme. 
| Ferner zeigen wir, daß die Bedingung hinreichend ist, indem 
wir die die obigen Eigenschaften besitzende Menge M als eindeutiges 
tetiges Bild des Intervalles O0 <x<1 darstellen. 

Sei P ein Punkt von M und r eine beliebige positive Zahl; 
ir nehmen um P die Umgebung U mit dem Radius r. Wir be- 
\rachten die Menge derjenigen Punkte von M, die innerhalb von U 
liegen und innerhalb von U durch ein Teilkontinuum von M mit P 
'erbunden sind; diese Menge, erweitert durch ihre Grenzpunkte, 
ezeichnen wir mit M*=M*(P, r). M* ist eine beschränkte ab- 
keschlossene Teilmenge von M, von welcher ferner leicht zu sehen 
st, daß sie zusammenhängend ist; jeder Punkt O von M ist nämlich 
ıntweder mit P durch ein Teilkontinuum von M* verbunden, oder 
‚ber Grenzpunkt von solchen Punkten; in beiden Fällen gibt es zu 
‚nem beliebigen 2e>0 eine P und Q verbindende e-Kette zu M* 
sehöriger Punkte. 

| Wir behaupten ferner, daß M* im Kleinen zusammenhängend. ist. 
"ür die im Innern von U liegenden Punkte von M* ist dies klar; 
‚ei nämlich Q ein im Innern von U liegender Punkt von M*; um 
) gibt es eine e-Umgebung, die ebenfalls ganz im Innern von U liegt, 
ınd eine zu ihr bestimmbare ö-Umgebung mit der Eigenschaft, daß 
eder in der d-Umgebung liegende Punkt von M durch ein in der 


4) Für, normale D-Räume tritt an die Stelle der Beschränktheit die Eigen- 
chaft der Kompaktheit. 
v. Kerekjärtö, Topologie. 7 
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e-Umgebung, und also insbesondere innerhalb von U liegendes Teil 
kontinuum von M mit O verbunden wird; die in der ö-Umgebun; 
von Q liegenden Punkte von M gehören also zu M*, und so ist de 
Zusammenhang im Kleinen im Punkt O auch für die Menge M* erfüllı 


Sei nun Q ein beliebiger Punkt von M* auf dem Rand von U 
setzen wir voraus, die Menge M* wäre im Punkte Q nicht zusammen 
hängend im Kleinen. Sei also Q,,0Q,,... eine gegen Q konver! 
gierende Folge von zu M* gehörenden Punkten, von der Art, dal 
jedes Teilkontinuum von M*, welches QO, und Q verbindet, eineı 
Durchmesser >e (> 0) besitzt (für jedes i=1,2,...). Wir nehmeı 
€ 
| 84 
P außerhalb von % liegt, und betrachten für jedes ; die Menge der 
jenigen Punkte von M*, die mit Q, in k durch ein Teilkontinuun’ 
von M* verbunden sind; diese Menge, erweitert durch ihre Grenz 
punkte, bildet ein Kontinuum o,. Da jeder Punkt Q, mit dem außer 
halb von % liegenden Punkt P durch ein Teilkontinuum von M* ver! 
bunden ist, besitzt jede Menge o, wenigstens einen Punkt au 
dem Rand von k!). Wir betrachten die Grenzmenge o der Mengeı 
02» 093 :--, d. h. die Menge derjenigen Punkte, deren Umgebunger 
sämtlich Punkte von unendlich vielen o, enthalten. Die Menge o ge 
hört zu M*, da die Mengen pl eilmensenzvonsiLz sind, und M' 
abgeschlossen ist. Zu dieser Menge o gehört offenbar der Punkt Q 
ferner auch wenigstens ein Punkt des Randes von k. Ferner ist ( 
zusammenhängend laut des Satzes von S. 38. 


eine Kreisscheibe k um O0 mit einem Radius < so klein, dal 


Liegt ein Punkt R von o im Innern von U, so gibt es ein 
hinreichend kleine Umgebung u von R, so daß jeder in u liegend: 
Punkt von M* mit R durch ein Teilkontinuum von M* vom Durch 


messer < ne verbunden werden kann. In der Umgebung u gibt e 


einen Punkt R, einer der Mengen o,, so daß ein R, und R ver 
bindendes Teilkontinuum von M* zusammen mit den Kontinua 0, um 
o ein die Punkte Q, und Q verbindendes Teilkontinuum von M* von 
Durchmesser < & ergibt, gegen unsere Annahme. 


Liegt aber kein Punkt von o im Innern von U, so muß die 
Grenzmenge o — da sie sowohl den Punkt Q wie auch einen Rand 
punkt von %k enthält — einen Bogen des Randes von U ent 
halten, der den Punkt O mit einem oder mit dem anderen gemein 
samen Punkt der Ränder von U und % verbindet. Sei dann R ei 
innerer Punkt dieses Bogens, und sei « eine hinreichend kleine Um 


gebung um diesen Punkt (vom Durchmesser < a) die weder deı 


Punkt O noch einen gemeinsamen Randpunkt von U und k ent 


») Vgl. etwa S. 39. 
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| 
"hält, und sei « eine zweite Umgebung um R, mit der Eigenschaft, 
daß jeder in « liegende Punkt von M sich durch ein in w liegendes 
‚Teilkontinuum von M mit R verbinden läßt. Sei o, eine der Mengen 
'0, die einen Punkt R, in u besitzt, und sei (R,R) ein R, und R 
in « verbindendes Teilkontinuum von M. Entweder liegt (R,R) in U 
‚und dann gehört es zu M*, oder aber wir nehmen die Menge der- 
jjenigen Punkte von (R,R), die mit R, innerhalb von U durch ein 
‘Teilkontinuum von (R,R) verbunden sind, erweitert durch ihre Grenz- 
punkte. Auf diese Weise bekommen wir ein Teilkontinuum von M*, 
welches R, entweder mit R oder überhaupt mit o verbindet und 
ganz in der Umgebung u’ liegt; dieses Kontinuum bildet zusammen 
mit o, und o ein Teilkontinuum von M* vom Durchmesser <e, 
‚welches die Punkte Q, und Q verbindet, gegen unsere Annahme. 

Somit ist gezeigt, daß die Menge M*(P, r) im Kleinen zusammen- 
hängend ist!). — 

Wir nehmen jetzt eine Folge von gegen 0 konvergieren- 
den Bositiven Zahlen y er, 2... Um2 jeden, Punkt” P- von=M 
bilden wir die Menge u* We a Es gibt eine gewisse ö-Umgebung 
von P, in welcher sämtliche Punkte von M zu M*(P,r,) gehören. 
Nach dem Überdeckungssatz von Heine und Borel läßt sich eine end- 
‚iche Anzahl von solchen ö-Umgebungen und also auch eine endliche 
Anzahl von Mengen M*(P, r,): Ma» Mag :--, M., angeben, die sämt- 
iche Punkte von M enthalten. 


1) Für mehr als zwei Dimensionen sind die analog erklärten Mengen 
\M*(P, r) nicht notwendig zusammenhängend im Kleinen, wie man aus dem 
‚olgenden Beispiel von Hahn erkennt: Sei k, ein Kreis vom Radius 1, seien 
BR Br Rai,... mit %, konzentrische Kreise in der Ebene von k, mit 
len Radien: 


N 
Rai: = 
iR n+l 

| a zen 


N 
} 


A 


sei d ein Durchmesser von A, und g die ihn enthaltende Gerade. Die Kreise %k, 
u k„ drehen wir um g um einen Winkel u die Menge M enthalte die 
N 


ron ihnen beschriebenen Flächen, ferner den Kreisring, den sie in der End- 
age in der neuen Ebene beranden, den Kreisring in der Ebene von k,, der von 
‘0 und A,’ berandet ist, und endlich den Durchmesser d von A, M ist ein 
heschränktes Kontinuum, welches ferner im Kleinen zusammenhängend ist, wie 
\nan leicht einsieht. Die Menge M*(P, 1) derjenigen Punkte von M, die mit 
em Mittelpunkt P von *, innerhalb der Kugel um P mit dem Radius 1 durch 
in Teilkontinuum der Menge M verbunden sind, erweitert [durch sämtliche 
»renzpunkte, ist ein Kontinuum, welches in den von den Endpunkten von d 
\erschiedenen Punkten von %k, nicht im Kleinen zusammenhängend ist. 

| Für den Fall von ee onalen und abstrakten Räumen läßt Hahn 
ın die Stelle der Mengen M* gewisse mit Hilfe derselben konstruierte Mengen 
Ir treten, die die Eigenschaft des Zusammenhanges im Kleinen besitzen. 
1° 
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Diese Mengen können wir in einer Folge 
(1) u (1) 
Mi .Me „eu, 


derart anordnen, daß je zwei aufeinanderfolgende wenigstens einen ge- 
meinsamen Punkt haben; dabei kann eine Menge eventuell auch öfters 
in dieser Folge vorkommen, aber es soll auch jede der obigen Mengen 
wenigstens einmal vorkommen. — Sei nämlich M;} eine von diesen 
Mengen; dann haben M; ) undM — Mı" wenigstens einen gemeinsamen 
Grenzpunkt, sei also M}” eine solche unter den obigen Mengen, die 
einen zu Mi gehörigen Grenzpunkt besitzt. Die Menge M — (M}” -- M3)) 
hat wieder einen zu ve ae Mg” gehörigen Grenzpunkt; wir nehmen 
eine solche unter den obigen Mengen, die einen zu MN 1 M3) 
gehörigen Grenzpunkt von M— (M} --M}) enthält und nennen 
diese Menge Ms bzw. Mi, je nachdem ob sie mit M% einen ge. 
meinsamen Punkt besitzt oder nicht; ım letzteren Fall nehmen wir 
als M&” wieder die SER M”. Auf diese Weise fortfahrend bekommen 
wir eine Folge M}", Mg", Mm von Mengen M*, von denen je zwei 
fen einen gemeinsamen Punkt haben und die sämtliche 
Punkte der Menge M enthalten. Wenn eine der obigen Mengen M, 
noch nicht in dieser Folge vorkommt, gibt es wenigstens eine Menge 
M.” in der bereits vorliegenden Folge, die einen Punkt mit M,, ge 


urn hat; wir fügen dann in die obige Folge zwischen M und 
M,?, als zwei neue Glieder M, und M, ein. Auf diese Weise fort 
fahrend bekommen wir enden eine Folge, die. nunmehr sämtliche 
Mengen M,, enthält, und in welcher je zwei aufeinanderfolgend 
Mengen einen gemeinsamen Punkt haben. — Wir können diese Folge 
noch so modifizieren, daß das erste und das letzte Glied zwei beliebige 
von diesen Mengen sein sollen: sei etwa M, eine beliebige von diesen 
Mengen und M}",M2',..., M,” das Anfangssegment in der obigen Folge 
bis M.”: dann nehmen wir » — 1 neue Glieder vor der obigen Folge; 


1) 5) 1) 1 
MA EM ER EN 3 


so entsteht eine neue Folge, deren erstes Glied M, ist. Ebenso 
können wir das letzte Glied der Folge beliebig annehmen. Wir können 
ferner die Anzahl der Glieder vermehren, indem wir das letzte Glied 
der Bee wiederholt zu ihr hinzufügen. — 

Wir können also k, solche Mengen M*(P, »,): 


(1) (1) (1) 
M; 5) Ms ver. M;, 


angeben, daß jeder Punkt von M in wenigstens einer von ihnen 
enthalten ist und je zwei aufeinander folgende Mengen dieser Folge 
wenigstens einen gemeinsamen Punkt haben. — Das Intervall O<x<{1 
zerlegen wir in k, gleiche Teile: 


he 
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ee a: 


ınd ordnen dem »-ten Intervall die v-te Menge M,” zu. 
N: a > 1 
Für jedes » nehmen wir jetzt k, Teilmengen M*(P, r,) von MM”, 
lie zusammen M/” erschöpfen, und ordnen sie in einer Folge 


(2) (2) (2) 
IM a: My Katz’ 1% vka3 


n der je zwei aufeinanderfolgende Mengen einen gemeinsamen Punkt 
N 1 

ıaben und MET, k+ı mit der Menge Nun, x, von M,”, und ebenso 

1 ä 6) & . 

mit der Menge Mitt von MN, einen gemeinsamen Punkt hat. 

Jie so erhaltenen Mengen bilden eine solche Folge 


(2) (2) (2) (2) (2) (2) 
M, ’ M, 35.2.2463 M;, RE ER Mi, —1kga+1 Mk —1)k.+2> 7.03 Rıka> 


‘on welcher je zwei aufeinanderfolgende Mengen einen gemeinsamen 
?unkt haben und erschöpfen zusammen M. Wir zerlegen das Intervall 


—1 , 
eu 


ı h ? 1 Fr kı 

n k, gleiche Teile: 

;,® Mes een Ban rl Be 

Uy—1)ka+v': k, kıks = T = k, e Ra (v = 2, 3 Ra); 


ınd ordnen dem »’-ten Intervall SR die Menge Me zu. — 
Auf die gleiche Weise fahren wir fort. 

Einer Folge von Intervallen PR ..., deren jedes ein Teil 
les vorangehenden ist, entspricht eine Folge von Mengen M,), AN u 
‘on denen jede eine Teilmenge der vorangehenden ist, und deren 
Jurchmesser, ebenso wie die der entsprechenden Intervalle 2 ‚gegen 
) konvergieren. Jedem Punkt des Intervalles O<x<1, der zu einer 
‚‘olchen Intervallfolge a .. ‚... gehört, lassen wir den gemeinsamen 
Punkt der entsprechenden Folge von Mengen M,, Mh, wrvent 
'prechen. So entspricht jedem Wert x ein und nur ein Punkt von 
4, ferner haben zwei Punkte x, und x, des Intervalls O<x< 1 be- 
iebig nahe beieinander liegende Bildpunkte auf M, wenn nur der 
\bstand der beiden Punkte x, und x, hinreichend klein ist. 
Auf diese Weise haben wir eine eindeutige stetige Abbildung 
les Intervalls O<x<1 auf die Menge M erhalten; hiermit ist der 
satz von Hahn und Mazurkiewicz bewiesen. — 


Aus diesem Satz folgt gleich, daß etwa ein Quadratbereich sich 
urch eine stetige Kurve vollständig ausfüllen läßt; eine solche ist 
lie sogenannte Peanosche Kurve. Hier werden wir eine von Pölya!) 
‚errührende Konstruktion einer den Bereich eines Dreieckes ausfüllen- 
‚en stetigen Kurve wiedergeben, die außer der Einfachheit der Kon- 


t) Bull. de l’Ac. des Se. de Cracovie, Sc. math., juin 1913. 
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struktion noch den Vorteil hat, daß die Kurve nur dreifache Punkte 
besitzt, oder anders gesagt, daß ein beliebiger Punkt des Bereiches 
höchstens drei Punkten des Intervalles entspricht. | 
Wir nehmen ein rechtwinkliges Dreieck A mit einem spitzen] 
Winkel p, so daß sin @ transzendent ist; die Höhe des Dreiecks sei 1, 
Sei dann @=0,0,4,... (&,—= 0,1) eine beliebige Zahl des Intervalle 
(0, 1) in dyadischer Entwicklung; den ihr entsprechenden Punkt be 
stimmen wir so (s. Fig. 14), daß wir zuerst vom Fußpunkt D deı 
Höhenlinie von A ein Lot in das 

A größere bzw. in das kleinere 

Dreieck richten, je nachdem ob 
&, = 1 bzw. O ist; dann aus dem 
Endpunkte dieses Lotes wieder 
in das größere oder in das klei- 
nere der beiden anschließenden! 
B D & Dreiecke, je nachdem &,= 1 
Fig. 14. bzw. O ist, usw. Die Fußpunkte 

dieser TärR konvergieren gegen 

einen Punkt P des Dreieckes, diesen Punkt P lassen wir als Bild der 
Zahl « entsprechen. Seien A, B, C die bei dem rechten bzw. bei dem 
größeren und kleineren spitzen Winkelliegenden Eckpunkte desDreieckes. 
Dem Punkt B entspricht die Zahl 0,000..., da eine sukzessive Folge von 
Loten dann und nur dann gegen den Punkt B konvergiert, wenn bei 
jedem Schritt das Lot in das kleinere Dreieck gerichtet wird. Ebenso 
entspricht dem Punkt C die Zahl 0,111... Dem Punkt A entsprechen 
zwei Folgen von Loten, nämlich die zu den beiden Entwicklungen 
der Zahl 0,01111 = 0,10000... gehörigen. Dem Fußpunkt D der 
Höhenlinie entsprechen zwei Zahlen 0,01000...= 0,00111... und 
Y 110002... — 0,10 14412 Den beiden Intervallen O<x<z bzw 
ee] | rentäpricht ar kleinere bzw. größere Dreieck. Wenit wir 
die beiden Lote von D aus fällen, entspricht jedes der aul 
diese Weise er: vier Dreiecke eineın bestimmten Intervall 


ae rn gas = | Se — 0,1, 2, 3), usw. — Bezeichnen wir mit DE 


das se welches dem Intervall (0,«, «,...&, 0,&, @,...(& + 1)) 
entspricht; die Längen der Hypotenusen dieser Dreiecke sinken mit 
wachsendem x unter jede positive Größe. Daraus folgt, daß dıe durch 
diese Konstruktion angegebene eindeutige Abbildung des Intervalls (0 1) 
auf das Dreieck stetig ist. — Ein Punkt P, der im Innern einer un- 
endlichen Folge von Dreiecken A, An, ap... liegt, entspricht” ze 
der einzigen Zahl & = 0,6,%,...; solche Punkte gibt es in jede 
Dreieck A,,...a,, folglich ist ihre Menge in A überall dicht. — Auf 
der Höhe AD gibt es nur zweifache und dreifache Punkte, d. h. 
solche, die zwei bzw. drei Zahlen « entsprechen. Wehn nämlich ein 


| 
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Dunkt von AD für keines der von rechts errichteten Lote ein End- 
Sunkt ist, so entspricht diesem Punkt eine und nur eine Zahl mit 
ler ersten Ziffer &, = 1; wenn aber ein rechtes Lot in diesem Punkte 
'»intrifft, so gibt es zwei solche Zahlen. Dasselbe gilt in bezug auf 
‚lie linken Lote und die erste Ziffer « —=0. Ein Punkt P von AD 
»ntspricht also entweder zwei Zahlen, wenn nämlich in P weder ein 
"echtes noch ein linkes Lot eintrifft, oder aber drei Zahlen, wenn in 
‘D ein rechtes oder ein linkes Lot eintrifft. Daß in P nicht zugleich 
sin rechtes und ein linkes Lot eintreffen kann (dann wäre P ein vier- 
'acher Punkt), ist eine Folge der Voraussetzung, daß sin  transzen- 
ent ist; wäre nämlich P gleichzeitig Endpunkt eines rechten und auch 
KM linken Lotes, so würde dies das Bestehen einer algebraischen 
'Zleichung für sin @ nach sich ziehen. — Die gleichen Bemerkungen 
wie für AD gelten auch für die weiteren Lote. 

| Wir haben so eine eindeutige stetige Abbildung des Intervalls (0 1) 
wf den Dreiecksbereich bekommen. Jedem inneren Punkte des 
Dreieckes, der Endpunkt eines Lotes ist, entsprechen drei Zahlen, 
jedem inneren Punkte, der auf einem Lot liegt, aber kein Endpunkt 
»ines Lotes ist, und jedem auf dem Rand. liegenden Lotendpunkt 
entsprechen zwei Zahlen, allen übrigen Punkten je eine Zahl. Die 
‚Menge der letzteren Punkte ist im Dreieck überall dicht, ebenso die 
Menge der ihnen entsprechenden Zahlen auf dem Intervall (0 1). 


| Schließlich erwähnen wir den folgenden Satz: 

Sei x eine stetige Kurve und seien A und B zwei beliebige Punkte 
von x. Es gibt einen einfachen Bogen b, dessen Endpunkte A und 
3 sind, und welcher aus lauter Punkten von x besteht"). 

Sei (A’) bzw. (B’) die Menge derjenigen Punkte des Intervalls, 
‚leren Bild der Punkt A bzw. B ist. (A”) und (B’) sind abgeschlossene 
roneinander fremde Mengen. Sei A’ bzw. B’ ein solcher Punkt von 
4") bzw. von (B’), daß das Intervall A’B’ keinen weiteren Punkt 
ron diesen: Mengen enthält. Wir setzen voraus, daß A’ mit O und 
3” mit 1 zusammenfällt. Wir zerlegen das Intervall O<xz<1in 
wei Teilintervalle 

mare $; 12:0: Sy 

und betrachten in i, die Menge derjenigen Punkte 0’, die mit einem 
Punkt 0” von ;, das gleiche Bild haben; die Menge dieser Punkte 
st abgeschlossen, A’ gehört nicht zu denselben, folglich gibt es 
'»inen solchen Punkt 0’ dieser Menge, daß in dem Intervall A’0’ 
kein innerer Punkt R’ mit einem Punkt R” von i, das gleiche Bild 


hat. Sei 0” derjenige Punkt von z,, welcher mit 0’ das gleiche 


| 
H 


!) Dieser Satz zusammen mit dem im Text dargestellten Beweis wurde 
n einer ungarisch veröffentlichten Arbeit von Kaluzsay gegeben; nachher 
u er unabhängig davon auch von Tietze bewiesen. 


1 
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Bild hat, und unter sämtlichen solchen Punkten von :, am nächste 
bei B’ liegt. — Wir ersetzen das Intervall 4’0’ durch das Intervall i, 
so daß A’=0 sich selbst und jeder Punkt x (0 <x<< 5) demjenige 
Punkt x’ von A’0’ entspricht, für welchen x’':x = 2. 4’0’ ist. Ebensı 
nehmen wir statt des Intervalles 0” B’ das Intervall :1<x<1 
Indem wir die ursprünglich gegebene Abbildung des Intervall 
0<xz<1 auf x durch diese Abbildung von A’0’-+0”B' au 
0 <a x 1 transformieren, d. h. für die entsprechenden Punkte über 
tragen, _ erhalten wir eine eindeutige stetige Abbildung des Intervall 
OT Siatrreine a von x, bei welcher kein Punkt z< 
mit einem Punkt >53 dasselbe Bild hat. Wir zerlegen das Inter 
vll 1,: 0<x2<S% in die Teilintervalle 


* R 1 . 
Fe DES i 


und nehmen wieder zwei Punkte R’ und R” mit gleichem Bild, S( 
daß kein Punkt des Intervalles von O bis R’ dasselbe Bild hat wi 


ein Punkt des Intervalles (R”, 3). Das Intervall R’R” ersetzen wi 


durch den einzigen Punkt ! (wie oben), genau so verfahren wir mi 


dem Intervall ;,: 3<x<1; so entsteht eine eindeutige stetige Ab 
bildung des Intervalls (0 1) auf eine Teilmenge von «, bei welche 
zwei Punkte x und x’ nur dann dasselbe Bild haben können, weni 
sie zu demselben von den Intervallen 59; 291 > Lo: ® 11 gehören. — Au 
diese Weise fortfahrend bekommen wir schließlich eine solche stetigı 
Abbildung des Intervalls O<x<1 auf eine Teilmenge von x, be 
welcher immer zwei verschiedene Punkte zwei verschiedene Bildpunktı 
haben. Wir erhalten also einen einfachen Bogen, dessen Endpunkt 
die Punkte A und B sind und welcher in der gegebenen  stetigei 
Kurve x enthalten ist. (Wie man sieht, ist der Beweis unabhängi; 
davon, ob die Kurve x in der Ebene liegt oder nicht.) 


Bemerkung. In diesem Abschnitt haben wir verschiedene Begriffe für Kur 
ven kennen gelernt, nämlich einfache geschlossene Kurve, geschlossene Kurve 
stetige Kurve; alle diese haben gegenüber topologischen Abbildungen invarian 
ten Charakter (für die geschlossene Kurve wird dies erst in III $ 6 bewiesen) 
Dasselbe gilt von der sogenannten Cantorschen Kurve, die als ein in de 
Ebene nirgends dicht liegendes Kontinuum definiert wird (vgl. hierzu den ü 
II 83 dargestellten Satz von der Gebietsinvarianz). In dieser Hinsicht durch 
aus zu verwerfen ist die Definition von W. H. und @. C. Young (Theor) 
of sets of points, S. 219, Cambridge, 1906), die eine Kurve’ als eine in deı 
Ebene nirgends dichte zusammenhängende Menge erklärt. Man nehme etw: 
eine abzählbare, auf dem Intervall 0<x<1,y=0 nirgends dichte Menge M 
die in sich dicht ist, und verbinde jeden Punkt von M mit dem Punk 
x=14,y=1 durch je eine Strecke; so entsteht eine „Kurve“. Sei dann N eine 
auf dem Intervall 0<x=<1,y= 0 überall dichte abzählbare Menge; nach jeden 
Punkt von N lege man von x=4, y=]1 eine Strecke, so entsteht eine in 
Dreieck (0, 0) (1, 0), (4, 1) überall dichte Menge, die also keine ‚Kurve‘ ist 
Wohl sind aber diese re Gebilde umkehrbar eindeutig und stetig aufein 
ander abbildbar (s. 184 
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S 1. Einfach zusammenhängende Gebiete. 


I 


Sei g ein Gebiet, d.h. eine aus lauter inneren Punkten bestehende 
usammenhängende Punktmenge. Wir bezeichnen g als einfach zu- 
\ammenhängend, wenn mit jedem in g liegenden Polygon zusammen 
ch das Innere oder das Äußere des Polygons (oder beide) zu g 
sehört. Laut dieser Erklärung bildet die ganze Ebene ebenfalls ein 
“infach zusammenhängendes Gebiet. Ist das Gebiet g nicht mit 
ler ganzen Ebene identisch, so gibt es wenigstens einen Rand- 
bunkt von g, d. h. einen nicht zu g gehörigen Grenzpunkt von g. 
m folgenden werden wir nur diesen Fall betrachten und setzen im 
Ilgemeinen voraus, daß der Rand beschränkt ist. 

| Das Innere und auch das Äußere einer einfachen geschlossenen 
Xurve bildet ein einfach zusammenhängendes Gebiet. Allgemeiner 
st jedes Gebiet einfach zusammenhängend, dessen Rand aus einem 
Xontinuum besteht. — Sei nämlich z ein in g liegendes Polygon; wenn 
owohl das Innere wie auch das Äußere von x von g fremde Punkte 
‚esitzt, so gibt es sowohl im Innern wie auch im Äußern von r Rand- 
»unkte von g, während z selber von dem Rand von g frei ist; dies ist 
in Widerspruch gegen die Annahme, daß der Rand von g ein Konti- 
wum ist. — Umgekehrt läßt sich ebenso leicht zeigen, daß der Rand 
ines einfach zusammenhängenden Gebietes, wenn er beschränkt ist, aus 
inem Kontinuum besteht. Wäre dies nicht der Fall, so könnten wir 
in den Rand nicht treffendes Polygon x bestimmen, das sowohl im 
anern wie auch im Äußern Punkte des Randes besitzt. In beliebiger - 
ähe eines im Innern bzw. im Äußern liegenden Randpunktes können 
ir je einen Punkt des Gebietes g nehmen, der also ebenfalls im Innern 
‚zw. im Äußern von r liegt; ein diese Punkte von g in g verbindender 
|Veg trifft das Polygon x, folglich hat z ing wenigstens einen Punkt, 
nd da z den Rand von g nicht trifft, liegt z ganz in g. Dann haben 
ir aber einen Widerspruch gegen die Annahme, daß g einfach zu- 
ımmenhängend ist, da weder das Innere noch das Äußere des in 
liegenden Polygons z ganz zu g gehört. 
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Unter einem Querschnitt des Gebietes g verstehen wir einen in 
g liegenden Streckenzug, dessen Endpunkte (die auch zusammenfallen 
können) beide auf dem Rand von g liegen. — Wir behaupten, daß 
ein einfach zusammenhängendes Gebiet g durch jeden Querschnitt in 
zwei einfach zusammenhängende Gebiete zerlegt wird (d.h. daß die 
nicht zum Querschnitt gehörigen Punkte von g zwei fremde einfach 
zusammenhängende Gebiete bilden). Sei o der Rand von g und g 
ein Querschnitt von g, welcher also zwei Punkte von o in g ver 
bindet. Die Restmenge von g in g besteht nur aus inneren Punkten 
(da jeder Punkt von g, der nicht auf g liegt, von g einen positiven 
Abstand hat), bildet also ein oder mehrere Gebiete. Wir nehmen 
zunächst an, g bestimmte nur ein einziges Gebiet. Zwei Punkte M 
und N von g hinreichend nahe bei q und auf verschiedenen Seiten? 
lassen sich dann durch einen g nicht treffenden Weg w ing ver 
binden; die Punkte M und N verbinden wir in der Nähe von G 
durch einen Weg w, der q in einem einzigen Punkte trifft, und mil 
w zusammen ein in g liegendes Polygon z bilde. Wenn wir eine 
kleine Strecke, welche den mit w gemeinsamen Punkt von g ent 
hält, fortlassen, bleiben von qg zwei Streckenzüge übrig, die z nich! 
treffen und von denen einer ganz im Innern von rz, der andere im 
Äußern von x liegt. Diese Streckenzüge haben je einen Punkt mi! 
o gemeinsam. Es gibt also sowohl im Innern wie auch im Äußerr 
des in g liegenden Polygons z Punkte von o, gegen unsere Voraus 
setzung. — Andererseits kann man ebenso leicht einsehen, daß g ing 
genau zwei Gebiete bestimmt, da nämlich zwei Punkte von g, die au 
derselben Seite von g liegen, sich durch einen sehr nahe bei g ver 
laufenden, g nicht treffenden Weg in g verbinden lassen. — Daß jede: 
von diesen beiden Gebieten g, und g, wieder einfach zusammenhängent 
ist, ergibt sich aus der Bemerkung, daß ein in g, liegendes Polygor 
zugleich ein Polygon in g ist und weilg ein mito zusammenhängen 
des Kontinuum ist, g-+ o liegt also entweder ganz im Innern odeı 
ganz im Äußern dieses Polygons. — Die gleichen Behauptungen lasser 
sich ebenso beweisen, wenn man unter einem Querschnitt einen ing 
liegenden einfachen Bogen versteht, dessen Endpunkte auf dem Rand 
liegen. — Die Umkehrung des eben Bewiesenen wollen wir noch er 
. wähnen, nämlich daß ein Gebiet, welches durch jeden Querschnitt zer 
legt wird, einfach zusammenhängend ist; wäre esnicht so, dann seia 
ein Polygon, dessen Inneres und Äußeres von g fremde Punkte, alsc 
auch Randpunkte von g enthalten. Ein Weg innerhalb von z, deı 
einen Punkt von z mit einem Punkt von o verbindet und sonst u 
g liegt, würde dann zusammen mit einem ähnlichen außerhalb vor 


I) Sei etwa s eine Strecke von g, in ihrem Mittelpunkt legen wir ein 
kleine senkrechte Strecke w’, die ganz in g liegt und g sonst nicht trifft; dic 
Endpunkte von w’ seien M und N. 
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| liegenden Weg einen Querschnitt von g bilden, welcher g nicht 
»rlegt, da z von einer Seite desselben auf die andere führt. 


| Für Gebiete werden wir insbesondere zwei spezielle Formen be- 
achten. Die erste ist ein beschränktes Gebiet; wie wir wissen, läßt 
ch nämlich die Ebene auf das Innere eines Kreises topologisch abbilden, 
adurch geht ein unbeschränktes Gebiet in ein beschränktes Gebiet 
ner. — Die zweite Form ist ein unbeschränktes Gebiet mit beschränk- 
ım Rand; wenn (x,, y,) ein beliebiger innerer Punkt des Gebietes 
it, erklären wir eine Abbildung der Ebene durch die Formeln 

pi %—% A 3 

E a IT 

'e ist eineindeutig und stetig, abgesehen vom Punkte (a a und 
\hrt das Gebiet in ein unbeschränktes Gebiet mit beschränktem Rand 
ber. In diesem Fall erklären wir auch den unendlich fernen Punkt 
kr Ebene als einen Punkt des Gebietes und das Äußere eines hin- 
ichend großen Kreises als eine Umgebung desselben. 


Sei g ein beschränktes einfach zusammenhängendes Gebiet, sein 
and o besteht also aus einem Kontinuum. Das Gebiet g werden wir 
f das Innere des Einheitskreises topologisch abbilden. Zu diesem 
veck nehmen wir eine Folge Ö,, £,, ... von sukzessiven quadratischen 
silungen der Ebene. Aus der ersten Teilung heben wir sämtliche 
‚uadrate heraus, die zusammen mit ihrem Rand in g liegen, diese bilden 
‚nen oder mehrere Polygonbereiche; sei (r,) einer von diesen (welcher 
keinem umfassenderen solchen Bereich liegt). Sein äußerer Rand 
In3 von einem in g liegenden Polygon z, gebildet; das Innere von 
gehört zu g, folglich gehören alle innerhalb von z, liegenden Qua- 
late der ersten Teilung zum Bereich (z,). Die Quadrate der zweiten 
'kilung, die ganz in g liegen, bilden gewisse Polygonbereiche; unter 
esen sei (z,) derjenige, welcher (z,) enthält. Auf diese Weise fort- 
'hrend bekommen wir eine Folge von Polygonen Ram e.,.50 dab 
ımer 7, im Bereich von r;,1ı liegt. — Wir behaupten, daß es zu 
dem Punkt P des Gebietes g ein Polygon z, der obigen Folge gibt, 
alches den Punkt P im Innern enthält. Sei nämlich w ein beliebiger 
feg, der P mit einem Punkte von (r,) innerhalb von g verbindet; 
| hat vom Rand o von g einen Abstand ö > 0; bei einer quadratischen 


Sillung {,, deren Kantenlänge en ist, liegen sämtliche Quadrate, die 


ınkte von w enthalten, innerhalb von g, andererseits hängen sie mit 
ı) zusammen, gehören also zum Polygonbereich (z,). Ebenso zeigt 
‚an, daß es ein Polygon r,, der obigen Folge gibt, welches das Polygon 
\ in seinem Innern enthält. — Sei also ae. .seinessolaheskeil: 
Ige, daß 77., ganz im Innern von r,, , , liegt. Den Polygonbereich (z, ) 
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bilden wir dann topologisch auf die Kreisscheibe  <},0<p<2 
ab, den Bereich zwischen z, und n,, auf den Ka (isr<s 
so daß die Abbildung auf, mit der ersten übereinstimmt, usw. At 
diese Weise entsteht eine topolse ae Abbildung des Gebietes g a 
das Innere des Einheitskreises. 

Aus der obigen Erschöpfung von g durch Quadrate läßt sic 
eine Dreiecksteilung von g bestimmen. Zu diesem Zwecke ziehen w 
in jedem Quadrat des Bereiches (z,) die beiden Diagonalen; dan 
in jedem (Quadrat von (7,,) zwischen z, und z,, die beiden Diagon 
len; dadurch entstehen auf z, neue Eckpunkte, nämlich die Endpunkt! 
der neuen Diagonalen; jeden von diesen Punkten verbinden wir durc 
eine Strecke mit dem Mittelpunkt desjenigen Quadrates von (7,)» 2 
welchem er gehört. Das ähnliche Verfahren bei dem dritten Schriti 
betrifft nicht mehr den Bereich (z,), sondern nur diejenigen Quadra 
von (7«,), die an den Rand von (z,,) anstoßen. Auf diese Weise foı 
fahrend bekommen wir eine Folge von Dreiecken A,,/A,,..., VO 
denen die folgenden Eigenschaften leicht einzusehen sind: 


5 
2 
3 


1. Ein innerer Punkt eines Dreieckes gehört nur zu diesem ei 
zigen Dreieck. 

2. Eine Seite eines Dreieckes gehört zu genau zwei Dreieckä 
diese sollen als benachbart bezeichnet werden. 

3. Ein Eckpunkt eines Dreieckes gehört zu einer endlichen A; 
zahl von Dreiecken, die einen Zyklus bilden, so daß je zwei aufen 
anderfolgende Dreiecke eine zu diesem Eckpunkt gehörige Sei 
gemeinsam haben. 

4. Zu je zwei Dreiecken /A\ und A* gibt es eine endliche Anzal 
von Dreiecken, AP — A, A®, ..., Am — A*, von denen je zwei au 
einanderfolgende benachbart sind; wir nennen sie eine die Dreieck 
/\ und A* verbindende Dreieckskette. | 


Es ist ferner klar, daB die Dreiecke A,, A,,... das Gebig | 
erschöpfen, und keine von g fremden Punkte enthalten. 

Die Dreiecksteilung des Gebietes, welche auch für beliebige (nic 
nur für einfach zusammenhängende) Gebiete ähnlich durchgeführt werde 
kann, interessiert uns vom Gesichtspunkte der später zu behandel 
den Flächentopologie. 


$ 2. Über den Rand eines einfach zusammenhängende 
Gebietes. 


In diesem Paragraphen untersuchen wir den Rand eines einfac 
zusammenhängenden Gebietes nach Caratheodory; zum Ausgangspunl 
wählen wir die von Study und Koebe gegebenen Betrachtungen un 
schließen nachher. unsere Darstellung an die Caratheodoryschen Unte 
suchungen an. 
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‘Sei g ein beschränktes, einfach zusammenhängendes Gebiet und 
‘sein Rand. Jedem in g verlaufenden einfachen Bogen b, dessen 
nfangspunkt in g und dessen Endpunkt in einem Punkt P,„ des 
andes o liegt, lassen wir ein „Ende »7“ entsprechen, wobei wir 
lgendes festsetzen: Zwei Bögen b und b’ definieren dann und nur 
ınn dasselbe Ende n7, wenn ihre auf o liegenden Punkte zusammen- 
llen und außerdem: 1. entweder die Bögen b und b’ sich in jeder 
mgebung des auf o liegenden gemeinsamen Punktes treffen oder 

wenn dies nicht der Fall ist, so seien b, und bi zwei den ge- 
einsamen Endpunkt P,, enthaltende, sonst fremde Teilbögen von b 
ad b’, und sei c, ein einfacher Bogen, der ihre in g liegenden End- 
‘ınkte in g verbindet, ohne sie sonst zu trefien; die einfache ge- 
‚hlossene Kurve b, + c, + bi soll in ihrem Innern keinen Punkt von 
‚enthalten. — Jedem Ende » entspricht ein einziger Punkt P,, von o, 
»er ein Punkt von o kann auch mehreren (auch unendlich vielen) 
nden 7 entsprechen. Die Menge der auf diese Weise erklärten 
nden bezeichnen wir mit (n). 

Seien N, Ng> 73, 9, Vier beliebige, voneinander verschiedene 
inden; wir legen in g vier diese Enden definierende, hinreichend 
jeine Bögen b,, b,, b,, b,, die einander nicht treffen, abgesehen von 
sn auf o eventuell zusammenfallenden Endpunkten. Die in g liegen- 
»n Endpunkte von 5b, und b, verbinden wir durch einen einfachen 
ogen c innerhalb von g, der diese Bögen sonst nicht und die Bögen 

und 5b, überhaupt nicht trifft. Wenn der auf diese Weise ent- 
ehende Querschnitt 5, +c-+-b, von g die Bögen b, und b, in g 
pneinander trennt, sagen wir, daß das Paar (n,, n,) durch das 
T (N,;975) getrennt wird; dann wird auch (n,, 7,) durch (n,, n,) 
trennt. Auf diese Weise entsteht eine zyklische Anordnung für 
'e Elemente der Menge (n) (vgl. auch II $4). — Die zyklisch ge- 
'dnete Menge (n) ist in sich dicht, d.h. zwischen je zwei Elementen 
pm (m) gibt es wenigstens ein weiteres Element von (n); es ist leicht 
nzusehen, daß in jedem Intervall von (n) weitere Elemente von (n) 
“ der Mächtigkeit des Kontinuums vorhanden sind (vgl. die analoge 
wage in II 86, S. 91). 
Jedem Schnitt der zyklisch geordneten Menge (n) ordnen wir 
'n Randelement!) E von g zu, durch die folgende Erklärung: sei 
1» N)» (Mg> 92), --. eine den Schnitt definierende Folge von inein- 
ıder enthaltenen Intervallen der Menge (n), die jedes Ende n oder 
des mit Ausnahme eines einzigen auslassen?); ein Punkt P von o 
:»hört dann und nur dann zu dem durch diesen Schnitt definierten 
a Brzswenn es eine. kölge von Enden 7%, 9, ..z’giht 


| t) Bei Caratheodory als Primende bezeichnet. 
?) D. h. jedes Element von (n), mit Ausnahme höchstens eines einzigen 
;hört nur zu endlich vielen von diesen Intervallen. 


| 
| 
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von denen immer n®% zu dem Intervall (n,, n,) gehört, und deren er 
sprechende Punkte P,u, P,®,... gegen den Punkt P konvergiere 

Ein Randelement E besitzt entweder ein oder kein Ende n, 
nachdem der das Randelement definierende Schnitt von (n) e 
Schnittelement n besitzt oder nicht; im ersteren Fall heißt das Ranı 
element erreichbar, im zweiten Fall nicht-erreichbar. 

Die Menge (E) der Randelemente ist zufolge ihrer Definitio 
ebenfalls zyklisch geordnet; sie ist ferner vollständig in dem Sinn 
daß zu jedem Schnitt von (E) ein Schnittelement E von (E) gehört 
Aus der Tatsache, daß in (n7) zwischen je zwei Elementen von {j 
weitere Elemente von (n) und zwar in der Mächtigkeit des Kontinuum 
liegen, folgt ferner, daß die zyklisch geordnete Menge (E) in sic 
dicht ist, und in jedem Intervall erreichbare Randelemente in de 
Mächtigkeit des Kontinuums enthält. 

Wir werden jetzt eine solche topologische Abbildung des G 
bietes g auf das Innere des Einheitskreises angeben, bei welcher auc 
die Randelemente von g den Randpunkten der Kreisscheibe eineindeuti 
und stetig entsprechen, in einem gleich zu präzisierenden Sinne!). 

Nehmen wir eine Folge von sukzessiven quadratischen Teilunge 
der Ebene. Seie, eine positive Zahl, und seiZ, eine solche Te 


lung der Folge, deren Seitenlänge — ist, und die wenigster 


ein ganz zu g gehöriges Quadrat besitzt. Die Quadrate von Z,, di 
mit ihrem Rand zusammen zu g gehören, bilden einen oder mehrer 
Polygonbereiche, deren jeder von einem Polygon berandet ist; di 
nicht zu diesen Polygonbereichen gehörigen Punkte von g haben vor 


Rand o von g einen Abstand I: Wir verbinden diese Polygoı 


bereiche durch gewisse ın g verlaufende Wege, bezeichnen den Al 
stand, den die aus diesen Wegen und aus den Polygonbereiche 
gebildete Punktmenge von o besitzt, mit ö,, und nehmen eine solch 


s % i R. Oz ; d 
Unterteilung £,’ von Z,, deren Seitenlänge < n ist; wir heben sam 


liche Quadrate von £,’ heraus, die ganz ing liegen, und nehmen unte 
den von diesen Quadraten gebildeten Polygonbereichen denjeniger 
der die bei Z, betrachteten Polygonbereiche und die sie verbindei 
den Wege enthält; sein Rand wird von einem Polygon z, gebilde 


welches überall einen Abstand < 7 von o besitzt; ferner gehört jede 


Punkt von g, dessen Abstand von o größer ist als =, zum Inner 


von zz,. — Auf diesem Polygon z, nehmen wır v, Punkte O0 05 
SR % in der angegebenen zyklischen io: die das Poly 


vı? 


2) Bei einer eineindeutigen konformen Abbildung von g auf das Kreisinner 
ist dies immer der Fall, wie Caratheodory bewiesen hat. 
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- (1) M)nA) 7; em) (1) 
nv, Wege: u = 0; Oel 2,..,9,;5 0,410) vom 
€ . . ’ 
Jurchmesser < = nn Von jedem Punkt OR: legen wir eine 


eradlinige Strecke A = oe dersLangen die abgesehen von 


Tr , 
ırem auf o liegenden SE P}' ganz in g liegt; ferner setzen 


ir voraus, daß diese Strecken A, 7 ..., PS, einander nicht treffen). 


Wir konstruieren nun ein 7t, in seinem Innern enthaltendes 


oO 


'olygon r,, das sich von o nicht weiter als um 7 ‚entfernt, und das 


»den Punkt von g, der von o einen Abstand > > hat, in seinem 


ınern enthält; ferner soll z, jede Strecke ) in einem einzigen 
'unkt treffen, und zwar in einem solchen, dessen Abstand von 


em Punkt p“) kleiner ist als =. — Zur Konstruktion dieses Poly- 
ons nehmen wir eine Unterteilung £, der vorigen quadratischen 
"eilung Z£,, deren Seitenlänge er Ist, wobern 28, <-e Pund zu, 


leich kleiner als der Abstand von r, und o ist. Diejenigen Quadrate 
on (,, die mit ihrem Rand zusammen in g liegen, bilden einen oder 
nehrere Polygonbereiche; im letzteren Fall verbinden wir je zwei 
dlche Polygonbereiche durch einen Weg in g, bezeichnen den Ab- 
“and der aus diesen Wegen und aus den genannten Polygon- 
ereichen bestehenden Punktmenge von o mit ö, und nehmen eine 


| Ä i : : r or h 3 
‚nterteilung /,’ von £,, deren Seitenlänge < ist. Wir heben sämt- 


che Quadrate von £, heraus, die mit ihrem Rand zusammen zu g 
ehören, und nehmen unter den von diesen Quadraten gebildeten 
olygonbereichen denjenigen, der die bei £, betrachteten Polygon- 


1) Zur Konstruktion solcher Strecken bemerken wir folgendes. Als Punkte 
W wählen wir die auf z, liegenden Mittelpunkte der Kanten der Teilung /%. 
der Punkt 25 liegt auf dem Rand eines nicht zu (z,) gehörigen Quadrates g, 
elches somit notwendig einen Punkt von o enthält. Wenn im Innern von y 
'enigstens ein Punkt von o liegt, so können wir die auf dem Rand von g 
genden Punkte a (deren Anzahl <3 ist) mit je einem innerhalb vong liegen- 
»n Punkt von o durch einander nicht treffende Strecken verbinden. Wenn 
er ein Quadrat g nur einen Punkt von o (und diesen dann notwendig auf 
inem Rand), und mehr als einen Punkt 9 besitzt oder wenn sogar zwei oder 
rei Quadrate g nur einen Punkt von o, aber mehrere Punkte Q; ')) besitzen, so 
>hmen wir in einer kleinen Umgebung dieses Punktes von o (deren Radius 
‚einer ist als der vierte Teil der Seitenlänge von £/) so viele verschiedene 
ınkte von o, wie Punkte al zu diesen Quadraten gehören, ordnen diese 
‚ankte den Punkten 2) zu, in der Weise, daß jeder Punkt gm) sich mit dem zu- 
sordneten Punkt von o durch eine Strecke verbinden läßt, die die anderen 
‚recken nicht trifft. Auf diesen Strecken nehmen wir dann immer von Q!' 
ıs den ersten zu o gehörigen Punkt Pu 


! 
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bereiche und die sie verbindenden Wege enthält; sein Rand wir 
von einem Polygon z,' gebildet, das überall einen Abstand <z 
von o besitzt; ferner liegt das Polygon z,, wie auch jeder Punkt von g 


.. &o = . 
dessen Abstand von o größer als 4 Ist, im Innern von n,. — $e 


y, dasjenige von den Strecken 4, und 4, zwischen z, und o be 
stimmte Gebiet, das von den weiteren Strecken Aa frei ist. . Sei 
ein solcher Weg von ,’, der einen Punkt von 7 mit einem Punk 


von AT in y, verbindet, und durch keinen ähnlichen Weg von 7, 


in y, von ge getrennt ist. Diesen Weg können wir noch der folger 


den Modifizierung unterwerfen: sei A der auf A, liegende Endpunk 
von w, und B ein Punkt der Strecke Dep ım Abstand <E 


von P!”; wir nehmen einen Punkt C von u, schr nahe bei A, 8 
daß das Dreieck ABC ganz zu y, gehört, und ersetzen die Strecke Al 
von u, durch die Strecke BC. — Durch diese Modifizierung kor 
struieren wir aus den Wegen u„,(w=1,2,...,»,) ein Polygon ® 
welches die oben verlangten Eigenschaften hat, 


Jeden Weg von nz,, dessen Endpunkte auf den Strecken h 


und Aa liegeapse 12 m y,), und der von den anderen Strecken \ 


frei ist, zerlegen wir in v, Wege 7 — 0, 0,., vom Durchmesse 


E& 3 s 5 } F 
; durch gewissse Teilungspunkte e von denen wir ei 


ander nicht treffiende Strecken 4 von der Länge a nach 


legen; wir können voraussetzen, daß für jedes » der zwischen 2 
und A, liegende Weg von z, in die gleiche Zahl », von Wege 
zerlegt wird. 

Wie oben konstruieren wir ein Polygon z,, welches das Pol) 


gon z, in seinem Innern hat, jede Strecke An (worunter auch di 


E L 1) : 
z, und o verbindenden Teilstrecken von ), zu verstehen sind) mu 


einmal trifit, so daß ferner jeder Punkt von 7, einen Abstan 


a 


7 (& ee =, von 0 besitzt, und jeder Punkt von g, dessen Abstan 


& . € . . 
von o größer ist als DE innerhalb von 7, liegt usw. 
Nun bilden wir den Polygonbereich (z,) (der aus aus dem Polh 


gon z, und aus seinem Innern besteht) auf die Kreisscheibe ‚ 
0 <p<2r topologisch ab, so daß dabei die Punkte Os in di 


Punkte mit den Winkeln & = -"7 übergehen; dann den von z, um 
v, 
7, berandeten Polygonbereich mittels einer an dieselbe anschließende 


topologischen Abbildung auf den Kreisring 3 <r<?, 0<p<2 
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o daß die in diesem Bereich liegenden Teile der Strecken 1 
2 k a. 
ie radialen Strecken p = ——, ;s<sr<3, und die Punkte on 
u 


ie Punkte mit den Winkeln BER BE 


2 


übergehen usw. So erhalten 


ir eine topologische Abbildung He Gebietes g auf das Kreisinnere. 
Vir werden weiter zeigen, daß bei dieser Abbildung die Randelemente 
on g und die Randpunkte des Kreises einander eineindeutig und stetig 
ntsprechen. 

Wir betrachten diejenigen Enden »’ in der zyklisch geordneten 
lenge (n), die durch die Strecken A® definiert sind. Wir behaupten, 
aß die Menge (»’) dieser Enden in der Menge (n) überall dicht 
'egt, d.h. daß jedes Intervall von (n) wenigstens ein Element von (}) 
nthält, Unter einem Querschnitt q, verstehen wir einen Querschnitt 


on g, der aus einem Weg Pia (des Polygons z,) und aus den beiden 


ı den Endpunkten von he anschließenden Strecken A,” und Ph oder 
(k) 


ber aus zwei benachbarten Wegen u, BB) und aus den in ihren 


icht gemeinsamen Endpunkten anschließenden Strecken )® und PR 
‚esteht; ein Querschnitt gq, hat also einen Durchmesser < e, (< ten 
'eien nun n, und »n, zwei beliebige, voneinander verschiedene Ele- 
tente von (n), seien P, und P, die ihnen entsprechenden erreich- 
aren Randpunkte von g, und b, und db, zwei hinreichend kleine 
ögen, die einander nicht treffen (abgesehen von den eventuell zu- 
ımmenfallenden Endpunkten P, und P,) und die Enden „, und 
‚ definieren; wir nehmen einen Bogen c,, der die beiden in g 
egenden .Endpunkte von b, und 5b, verbindet, ohne diese Bögen 
nst zu treffen; den Querschnitt b, + c, -+ b, bezeichnen wir mit b. 
on den beiden Intervallen (7,,7,) und (n,, 7,) von (n) nehmen wir 
es, etwa (7,, 7,); in diesem Intervall gibt es wenigstens ein solches 
nde 7, daß der ihm entsprechende erreichbare Randpunkt P von 
:n Punkten P, und P, verschieden ist; wir werden kürzer sagen, 
8 n von n, und n, örtlich verschieden ist; seic ein dieses Ende 7 
finierender, von b fremder einfacher Bogen in g, mit den End- 
ınkten O (in g) und P (auf og). Sei ö(>0) der Abstand des 
ınktes QO von dem Rand o; es läßt sich eine solche Zahl n, 
stimmen, daß wenn n>n,, das Polygon z, der oben kon 
tuierten Folge jeden Punkt von g, dessen Abstand von o nicht 
‚einer ist als ö, in seinem Innern hat; der Punkt O von c liegt also 
nerhalb von z, (n>n,), c trifft also das Polygon z,. Sei 6'(>0) 
r Abstand des Bogens c von dem Bogen 5b; wir ea in der 
)lge der Zahlen &,, &,,...., welche oben zur Konstruktion der Poly- 


We 70, 7%,;... dienten, so weit gehen, daß e, Nehmen 


r dann einen solchen Querschnitt q,, der einen Punkt von c enthält; 
' v. Kerekjärtö, Topologie. 8 
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dieser Querschnitt q, kann nicht den Bogen b treffen, folglich liege 
die durch q, definierten beiden Enden n’in demselben durch bing b 
stimmten Gebiet wie n, mithin liegen sie im Intervall (»,, 7,) von (7 

Jedem durch eine Folge ineinander enthaltener Intervalle (n, 7, 
(N3> Ns); -.. In(n) bestimmten Schnitt entspricht eine bestimmte Fol; 
von Elementepaaren (n,7, 71), (Na, Na), ... von (n'), welche eine de 
selben Schnitt von (n) definierende Folge von ineinander enthaltene 
Intervallen bildet, wobei immer 7,’ und 7, die beiden durch ein 
Querschnitt q, definierten Enden bedeuten.: Das Intervall (n,',% 
bzw. (7, n,) von (n) gehört örtlich!) zum Rand eines oder d 
anderen durch den Querschnitt q, bestimmten Teilgebietes von | 
Die örtliche Grenzmenge?) der Intervallfolge (n,/,7,') von (n) ist s 
mit identisch mit der Grenzmenge der Ränder von g,, 3, ---, Wob 
g, dasjenige von q, bestimmte Teilgebiet von g bedeutet, welch 
den Querschnitt q,,, dieser Folge (und also auch sämtliche weite 
Querschnitteng as, 0,23 ,-.) enthält 

Durch die obige Überlegung wird es nahegelegt, die Definitic 
der Randelemente nach Caratheodory auch folgendermaßen zu führe 

Unter einer Fundamentalfolge von Querschnitten verstehen W 
eine solche Folge einander fremder?) Querschnitte q,, 9 ---> der« 
Durchmesser gegen 0 konvergieren*), und von denen jeder Querschn 
q,(k >1) die Querschnitte g,_, und gq,,, voneinander in g trennt. F 
jedes k soll g, dasjenige von q, bestimmte Teilgebiet von g bezeichne 
welches g,,, enthält; g,,, ist immer ein Teilgebiet von g,. — Seil 
ne. Undegee 055 ... zwei Fundamentalfolgen von Querschnitte 
seien 9, 89 :--, bZw. 97,85, ... die zugehörigen Gebietsfolgen; d 
beiden Folgen (g,) und (g,') heißen äguivalent, wenn jedes Gebiet 
sämtliche Querschnitte qg/ mit Ausnahme von endlich vielen enthi 
‚und jedes Gebiet g, alle Querschnitte g, bis auf endlich viele. . 
Jede Fundamentalfolge von Querschnitten definiert ein Randeleme 
zwei Fundamentalfolgen definieren dann und nur dann dasselbe Rar 
element, wenn sie äquivalent sind. Die Menge der zu einem Rar 
element gehörigen Punkte ist die Grenzmenge der Ränder der C 
bieterg , g,,...,. wobelsg, sg,,... dieyzu einerssdteses sRasıceierue 
definierenden Fundamentalfolge von Querschnitten gehörige Gebie 


!) In ähnlichem Sinne wie oben: die Punkte P,, die den im Interv 
(N, N.) von (n) enthaltenen Enden n entsprechen, liegen auf dem Rand c 


Gebietes 9%. 

2) Siehe S. 88 (I $ 3). 

3) Auch die Endpunkte von g, und von g, sollen verschieden sein. 

4, Man kann die Definition auch so fassen: die Querschnitte q,, 99, + 
von denen immer q,_, und Ie41 voneinander durch g; in g getrennt werdı 
sollen gegen einen Punkt konvergieren; aus einer Folge von Querschnitt: 
deren Durchmesser gegen 0 konvergieren, läßt sich nämlich eine Teilfol 
auswählen, die gegen einen Punkt konvergiert. 
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ige ist. — Die Übereinstimmung dieser Definition mit der oben ge- 
ebenen sieht man leicht ein; ferner ist klar, daß es genügt, zu definie- 
»nden Querschnittsfolgen die obigen Querschnitte q, zu nehmen, da, 
ie wir gezeigt haben, die durch dieselben definierten Enden 7’ in 
er zyklisch geordneten Menge der Enden (») überall dicht liegen. 
Seil 9, 9%, .-. eine Fundamentalfolge von Querschnitten, die das 
andelement E definiert; sei g,, 83, ..., die zugehörige Gebietsfolge. 
on einer Punktfolge P,, P,,... werden wir sagen, daß sie gegen 
konvergiert, wenn jedes Gebiet g, sämtliche Punkte P, der Folge 
it Ausnahme von endlich vielen enthält. Wir sagen, daß das Ge- 
et g, das Randelement E enthält, wenn sämtliche Querschnitte 
ner das Randelement FE definierenden Fundamentalfolge abgesehen 
»n endlich vielen in g, liegen. — Eine Folge von Randelementen 
13 Es; -- - konvergiert gegen das durch die Fundamentalfolge q,, 9; --- 
sfinierte Randelement E, wenn jedes Gebiet g, (welches durch g, in g 
stimmt ist und g,,, enthält) sämtliche Randelemente E,, E,,---, 
it Ausnahme von endlich vielen, enthält. — Offenbar sind alle 
ese Erklärungen von den speziellen Fundamentalfolgen unabhängig. 
Wir kehren zu der oben konstruierten Abbildung des Gebiets g 
ıf das Kreisinnere zurück, und wollen das durch die Formeln 
n 2mv 2aw+l 
BE: a = 
klärte Gebiet der Kreisscheibe mit g®) bezeichnen. Jedem Gebiet 
in g entspricht laut der obigen Abbildung eindeutig ein Gebiet g, 
der Kreisscheibe, und jeder Folge von ineinander enthaltenen Ge- 
eten g,, Q,41, ... eine Folge von ineinander enthaltenen Gebieten 
E..14>.-.. Seig,, gg, ... eine das Randelement E definierende Fun- 
imentalfolge und g,, 95, -.. die zugehörige Gebietsfolge; die ihr 
itsprechende Gebietsfolge g,, g,, -.. in der Kreisscheibe konvergiert 
‚gen einen Randpunkt der Kreisscheibe. Auf diese Weise ent- 
ticht jedem Randelement E von g ein und auch nur ein Rand- 
ınkt der Kreisscheibe, zwei verschiedenen Randelementen von g ent- 
rechen zwei verschiedene Randpunkte der Kreisscheibe. Diese ein- 
adeutige Beziehung zwischen den Punkten des Kreises und den 
indelementen des Gebietes g ist stetig in dem Sinne, daß einer 
gen einen Punkt P konvergierenden Folge von Punkten des Kreises 
ıe gegen das dem Punkt P entsprechende Randelement von g 
nvergierende Folge von Randelementen entspricht, und umgekehrt. 
ner schließt sich diese Beziehung zwischen den Randelementen in 
‚tiger Weise an die Abbildung des Gebiets g auf das Kreisinnere 
; wenn nämlich P,,P,,... eine gegen das Randelement E kon- 
rgierende Folge von Punkten von g ist, so konvergiert die Folge 
t Bildpunkte P/’, P,',... gegen denjenigen Punkt der Kreisperipherie, 
t dem Randelement E von g entspricht. 


ya... vn 


8* 
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So erscheinen die Randelemente eines Gebietes, die zufolge ihre 
Definition in der Ebene nirgends dichte Kontinua darstellen, als di 
einfachsten Bestandteile, aus denen man den Rand eines Gebiete 
aufbauen kann. 

Wegen der Weiterbildung dieser Begriffe verweisen wir den Lese 
auf Caratheodorys eigene Darstellung; hier werden wir noch die dar 
gestellten Begriffe an einigen Beispielen erläutern, um dadurch in di 
verschiedenen gestaltlichen Möglichkeiten einen Einblick zu gewinnen 


1. Im einfachsten Fall, wo der Rand des Gebietes g von eine 
einfachen geschlossenen Kurve gebildet wird, ist die Menge de 
Enden n (oder genauer gesagt: die Menge der ihnen entsprechende 
erreichbaren Randpunkte) mit dem vollständigen Rand identicl 
und ein Randelement besteht immer aus einem einzigen Punkt. 


2. Betrachten wir das von den Linien | 
( get 
De kr 
} 2 -1l1>y>—2 | 
ran ! In a: 
N y-=-—2 
Fre) Re ii 


berandete beschränkte Gebiet g (s. Fig. 15). Die durch die punktierte 
Linien dargestellten Querschnitte q, konvergieren gegen den Punkt B 
BE £ sei g, , 85; .. die zugehörige Gebietsfolge 
AIR = der Rand eines jeden Gebietes g, eMi 

hält die Strecke AB. Die Punkte vo 
AB gehören zu dem durch diese Folg 

91» 9a... definierten Randelement E 
Man betrachte die zyklisch geordnet 
Menge (n) der Enden von g; unter de 

E ihnen entsprechenden erreichbaren Rank 
punkten P,„ kommt auch der Punkt] 

Be vor. Bildet man mit dem B entspre 
chenden Ende nz als Schnittelemen 
Feb. einen Schnitt in (m), so wird jedes 7 
enthaltende Intervall von (n) sowoh 

Punkte der Strecke BC, wie auch Punkte der Wellenlinie EZ, F,E,F,.: 
enthalten; die Grenzmenge einer solchen Intervallfolge besteht, wa 
die auf BC liegenden Punkte betrifft, aus dem einzigen Punkt B 
was die auf der Wellenlinie liegenden Teile betrifft, aus der Streck 
AB. Das durch diesen Schnitt definierte Randelement EZ ist erreicl 
bar. — Der Punkt B ist ein Hauptpunkt des Randelementes FE; da! 
unter verstehen wir, daß es eine E definierende, gegen den Punkt} 


_ 
.— 
_—— 
_—— 
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onvergierende Fundamentalfolge von Querschnitten gibt; die übrigen 
unkte von E sind Nebenpunkte; wenn P ein beliebiger von B ver- 
-hiedener Punkt von E ist, so gibt es keine gegen den Punkt P 
onvergierende, dieses Randelement E definierende Fundamentalfolge 
on Querschnitten. 

Die gleichen Überlegungen beziehen sich auch auf das Äußere 
er geschlossenen Kurve y (die den Rand von g bildet). Erweitern 
h das Außengebiet in geeigneter Weise durch den unendlich fernen 
unkt der Ebene, so erhalten wir zwei Gebiete, nämlich das Innere 
nd das Äußere der geschlossenen Kurve y, die beide einfach zusam- 
ıenhängend und folglich einander homöomorph sind; ebenso sind 
ıre Ränder homöomorph (sogar identisch). Der von der Kurve y und 
rem Inneren gebildete Bereich ist jedoch nicht homöomorph dem 
ıs der Kurve und aus ihrem Äußeren bestehenden Bereich, da näm- 
ch jeder Punkt des letzteren von dem Gebiet erreichbar ist, während 
ies für den ersten Bereich nicht der Fall ist'). 


3. Nehmen wir im Innern des Einheitskreises die beiden Linien 
Dr aı, o - Eets(en), (r,o = Eolarkoordinaten), 


ie vom Koordinatenanfangspunkt ausgehend sich um die Kreislinie 
IC —= 1) spiralartig herumwinden; sie beide zusammen bestimmen in der 
‚reisscheibe zwei Gebiete g und g’, 

eren Ränder miteinander identisch 
nd und außer diesen Linien aus 
em Kreis rk bestehen. (Auf Fig. 16 
tg’ schraffiert, g weiß.) Wir neh- 
En einen Radu 0<r<i1, 
=konst. und betrachten seine 
‚cht zu g’ gehörigen Teile, welche 
uerschnitte von g sind, und die 
ir der Reihe nach (von innen 
ıch außen) mit q,, 95, -.. bezeich- 
n. Diese Querschnitte bilden in 
»r angegebenen Reihenfolge eine 
ındamentalfolgevon Querschnitten, Fig. 16. 

e gegen einen Punkt B der Kreis- 

lie konvergieren. Die Kreislinie k gehört bei jedem » zum Rand 
‚s von q, bestimmten, q,.;.. enthaltenden Teilgebietes g, von g. Das 


v 


*) Die Invarianz der Erreichbarkeit in dem im Text gemeinten Sinne er- 
bt sich leicht; ein im Bereich verlaufender einfacher Bogen, der abgesehen 
ın einem seiner beiden Endpunkte aus inneren Punkten des Bereiches besteht, 
"ht bei einer topologischen Abbildung des Bereiches in einen ebensolchen 
»gen des Bildbereiches über; die inneren Punkte des Bereiches werden näm- 
h wieder in innere Punkte des Bildbereiches übergeführt, dem Satz von der 
'bietsinvarianz zufolge (II $ 3). 
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durch diese Querschnittsfolge definierte Randelement besteht aus sämi 
lichen Punkten von kA. Wie man leicht einsieht, ist dies ein nicht 
erreichbares Randelement. Jeder von seinen Punkten ist ein Haupt 
punkt; der Punkt B ist auf der Kreislinie ja ganz beliebig gewählt 
und die dieses Randelement definierende Fundamentalfolge von Quer 
schnitten g,, 9, -.. konvergiert gegen den Punkt B. - 
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Fig. 17. 


4. Als weiteres Beispiel betrachte man das durch die Fig. 1 
(S. 93) dargestellte rote Gebiet, wobei ein durch die Querschnitt 
folge 0, 0,75, 0,03, ... definiertes Randelement sämtliche Randpunk 
des Gebietes enthält. 3 

5. Hier wollen wir noch ein von Brouwer herrührendes Beispie 
über Gebietsränder angeben, welche der Anschauung wenig Zi 
gänglich sind. Es handelt sich um eine Zerlegung des Inner 
eines Rechteckes in drei fremde Gebiete, deren Ränder völlig iden 
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| , Eee 
‚isch sind und die mit ihrem Rand zusammen das Rechteck er- 
schöpfen?). 


Wir nehmen ein Hauptrechteck mit einer Grundseite der Länge 1 
ınd legen in seine Mitte ein Rechteck mit einer Grundseite der Länge 


(auf Fig. 17 ist 2&+1—=11), welches wir auf der Fig. 17 


schwarz stark schraffiert darstellen, von der Art, daß der übrigbleibende 
( Teil des Hauptrechteckes in seinen vier Teilen dieselbe Breite 
1 habe; dieses erste schwarze Gebiet ist ein Teil des zu kon- 
strulerenden Gebietes g,. Als ersten Teil des Gebietes g, wählen 
wir den zweimal umgebogenen, rot stark schraffierten Streifen, so daß 
inks in der Höhe der unteren Seite des schwarzen Rechteckes an- 
gefangen und rechts in der gleichen Höhe aufgehört wird und daß 
dieser rote Streifen den 24-1 -ten Teil der Breite des weißen Strei- 
‘ens in Anspruch nimmt, in dessen Mitte er hineingelegt wird. Nun 
(angen wir links oben in der Höhe des nunmehr fertigen Teiles des 
voten Gebietes an und legen den stark schraffierten grünen Streifen, 
ler sechsmal umgebogen endlich in der Höhe des Anfangs aufhört; 
dieser ist als der erste Teil zum Gebiet g, zu nehmen. — Nun be- 
yinnen wir mit einem schwarzen Streifen links ‚unten in der Höhe 
les nunmehr fertigen Teiles des grünen Gebietes und setzen ihn mit 
10 Umbiegungen bis zur selben Höhe nach rechts unten fort, dann 
(ügen wir zu diesem Teil noch den anschließenden viermal umge- 
oogenen Streifen hinzu, der sich schließt und in seinem Innengebiet 
das erste schwarze Gebiet enthält; den nunmehr erhaltenen schwarzen 
Streifen und sein Innengebiet betrachten wir als eine zweite Annähe- 
fung von g.- Ähnlich verfahren wir mit einem roten Streifen, der 
inks oben in der Höhe des bisher fertigen Teiles des schwarzen Ge- 
Jietes angefangen zuerst mit 18 Umbiegungen nach rechts oben ge- 
‚ührt wird, und dann fortgesetzt, so daß er das erste rote Gebiet mit 
“inem achtmal umgebogenen Streifen umschließt; der zweite rote 
Streifen gehört mit seinem Innengebiet zu g,. Mit einem grünen 
Streifen wird links unten angefangen; er wird zuerst mit 30 Um- 
iegungen nach rechts unten geführt und dann fortgesetzt, bis er nach 
16 weiteren Umbiegungen das erste grüne Gebiet umschließt. — Bei 
‚er Fortsetzung des Verfahrens wird links abwechselnd oben und unten 
angefangen; jeder Streifen nimmt den 2«-+1-ten Teil der Breite des 
weißen Streifens, in dessen Mitte er hineingelegt wird, in Anspruch; 
ler hinzugefügte Streifen, der das zuletzt erhaltene Gebiet von gleicher 


| ı) Wie Brouwer bemerkt, läßt sich das Innere des Rechteckes ebenso in 
»eliebig viele, sogar in EbeEhlber unendlich viele fremde Gebiete mit iden- 
ischem Rand zerlegen. 
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Farbe umschließt, fängt rechts oben bzw. unten an und seine Berar 
dung besteht ın der Nähe der oberen bzw. unteren Seite des Haup 
rechteckes aus einer’ einzigen geraden Strecke. Auf diese Weise wir 
fortgegangen, und in zyklischer Reihenfolge werden die drei Farbe 
immer vorgenommen. — Dadurch wird das Hauptrechteck erschöpf 
so daß jeder Punkt in seinem Innern oder auf seinem Rande entwede 
zu einem der Gebiete g,, 8,, 8, gehört oder Randpunkt eines solche 
Gebietes ist. Jeder Randpunkt eines von diesen Gebieten ist Rank! 
punkt auch für die beiden anderen; bei genügend weiter Fortsetzun, 
des Verfahrens haben nämlich die bereits erhaltenen Teile der dre 


| 
Gebiete die Eigenschaft, daß in beliebiger Nähe eines Randpunkte: 


etwa des schwarzen Teilgebietes, sich sowohl ein Punkt des roten wi 
auch einer des grünen Gebietes befindet (und ähnlich für die beide 
anderen Farben). | 

Auf dem Titelbild 'haben wir die analoge Zerlegung der Kreisscheib 
dargestellt, die vielleicht deutlicher ist. Dies entsteht aus der obigen sc 
daß man das Hauptrechteck auf eine Kreisscheibe abbildet, wobei di 
linke Seite des Rechteckes in den Kreismittelpunkt, die rechte in di 
Peripherie und die beiden Grundseiten in einen Radius des Kreise 
übergehen. 


S d. Gebiete von endlichkem Zusammenhang. 


Ein beschränktes Gebiet g heißt n-fach zusammenhängend, wen 
es unter n beliebigen im Gebiet g und außerhalb voneinander liegende 
Polygonen wenigstens ein solches gibt, dessen Inneres ganz zum G£ 
biet g gehört, während es n — 1 außerhalb voneinander liegende Poly 
gone in g gibt, von denen keines diese Eigenschaft hat. — Diese vol 
Caratheodory herrührende Definition hat den Vorteil, daß sie die Zu 
sammenhangszahl n als innere Eigenschaft des Gebietes erklärt. 

Der Rand eines „n-fach zusammenhängenden beschränkten Ge 
bıetes besteht aus » fremden Kontinua. — Seien nämlich 7,,77,,..., 7,4 
n — 1 außerhalb voneinander liegende solche Polygone in g, dal 
keines von ihnen ein ganz zu g gehöriges Innengebiet hat. Die in a 
liegenden Randpunkte von g bilden ein Kontinuum. Sonst könnte maı 
nämlich zwei fremde abgeschlossene Teilmengen des Randes von 
bestimmen, die in z, liegen, und zugleich die in z, liegende Teilmenge 
des Randes erschöpfen; diese beiden Teile können wir innerhalb vor 
z, in zwei außerhalb voneinander liegende Polygone x, und z,” ein 
schließen und so hätten wir n außerhalb voneinander liegende Poly 
Bone cz ser I Ts u u in 2, vor De 
im Innern Randpunkte von g enthält; dies verstößt aber gegen unsert 
Annahme. Die innerhalb von z, liegenden Randpunkte von g bilden alsc 
ein Kontinuum. — Außer diesen hat das Gebiet g noch andere Rand 
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‚unkte, die.außerhalb von allen Polygonen z, liegen; diese bilden wieder 
in Kontinuum. Sonst könnte man nämlich zwei abgeschlossene fremde 
"eilmengen derselben durch ein den Rand von g nicht trefiendes 
’olygon z voneinander trennen; von diesem Polygon können wir 
‚oraussetzen, daß es die Polygone TE,» Tas au 70,8 TICHUSHELIEE 119A 
‚s im Innern und auch im Außern von zz Punkte des Randes von g 
‚ibt, so gibt es auch Punkte von g innerhalb und außerhalb von z. 
in Weg w, der zwei solche Punkte von g in g verbindet, trifft 
Jas Polygon nz, rn hat also wenigstens einen Punkt in g, und weil 
den Rand von g nicht trifft, liegt m ganz in g. Dann wären 
ber 77, 71, , Tg, ---, M,_ı N außerhalb voneinander liegende Polygone 
‚a g, deren jedes in seinem Innern Randpunkte von g enthält, was 
rieder gegen unsere Annahme verstößt. — Somit ist gezeigt, daß 
‚er Rand eines n-fach zusammenhängenden beschränkten Gebietes 
‚us n fremden Kontinua K,,K,,..., K, besteht. — Aus der obigen 
Jberlegung erhellt zugleich die Umkehrung dieser Behauptung, näm- 
ch daß ein beschränktes Gebiet, dessen Rand aus n fremden Kon- 
‚nua besteht, n-fach zusammenhängend ist. 

Sei g ein Querschnitt von g, d.h. ein einfacher Streckenzug, der 
\bgesehen von seinen auf dem Rand von g liegenden Endpunkten 
‚anz in g verläuft. Eine Wiederholung der in $ 1 dargestellten Über- 
gungen ergibt, daß g das Gebiet g in zwei Gebiete zerlegt oder nur 
in einziges Gebiet in g bestimmt, je nachdem die beiden Endpunkte 
on g auf demselben oder auf zwei verschiedenen Kontinua des Ran- 
'es von g liegen. 

Sei q, ein Querschnitt des n-fach zusammenhängenden Gebietes g, 

jer zwei verschiedene Kontinua X, und K, des Randes von g ver- 
indet, welcher also in g ein einziges Restgebiet g, bestimmt. Der 
‚and von g, besteht aus » — 1 Kontinua, nämlich X, +q, +K, 
(gs. , K,; das Gebiet g, Ist also n — 1-fach zusammenhängend. 
Venn wir zwei verschiedene Kontinua des Randes von g, durch einen 
Juerschnitt g, in g, verbinden, bekommen wir ein Gebiet g,, welches 
on n — 2 Kontinua berandet, also n — 2-fach zusammenhängend ist. 
"uf diese Weise fortfahrend können wir durch n — 1 fremde Quer- 
chnitte g,, 9» ---, q,„_, das Gebiet g in ein einfach zusammen- 
angendes Gebiet verwandeln; darunter soll verstanden werden, daß 
on gq, +9 NEN q,.., In g ein einziges Restgebiet bestimmt wird 
nd dies einfach zusammenhängend ist. — 
Die Zusammenhangszahl eines Gebiets kann auch definiert werden 
!s die um eins vermehrte Anzahl der Querschnitte, durch welche 
as Gebiet in ein einfach zusammenhängendes Gebiet verwandelt 
rerden kann. Der Nachweis für die Äquivalenz mit der oben ge- 
‚ebenen Definition liegt auf der Hand. 


' Ein »-fach zusammenhängendes Gebiet läßt sich aut ein von 
} 
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n Kreisen berandetes Gebiet topologisch abbilden; wenn insbesondere‘ 
das Gebiet g von n einfachen geschlossenen Kurven berandet ist, 
n Kreisen berandeten Kreisbereich topologisch abbilden, wie es aus 
den Resultaten II $ 2 folgt. | 


S 4. Gebiete von unendlich hohem Zusammenhang. 


Von den Gebieten, die in diesem Paragraphen betrachtet werden, 
setzen wir voraus, daß sie unbeschränkt sind und beschränkten Rankl 
haben. — Gebiete, die keine endliche Zusammenhangszahl haben, 
können durch ihre Ränder charakterisiert werden. — Der Rand des 
Gebietes bildet eine abgeschlossene und, gemäß unserer Voraus. 
setzung, beschränkte Punktmenge. Wir betrachten die aus ihr ge. 
bildete Stückmenge (s. I SE ein Kontinuum von Randpunkten, 
welches in keinem umfassenderen solchen Kontinuum enthalten ist, 
bezeichnen wir als ein Randstück des Gebietes g, die Menge der 
Randstücke als Randmenge von g. Von diesen Randstücken ist es. 
klar, daß ein Stück s zwei andere Stücke s’ und s” nicht vonein- 
ander trennen, d. h. in verschiedenen Restgebieten haben kann. Wir 
können also die in I $6 erklärte Approximation durch Polygone 
anwenden. Wir betrachten eine Folge von Polygonen II, I; 
Ho: ar ao as; -.., mit den folgenden Eigenschaften: ' 

1. Die Polygone k-ter Ordnung (d.h. die mit *k-gliedrigen In- 
dizes) liegen außerhalb voneinander und enthalten in ihrem Innern 
sämtliche Punkte des Randes (für jedes R=1,2,...). | 

2. Wennlls; ag...a, Dur ein einziges Randstück enthält, so ist 
unter //,, 02...0,0 und I/,, ag...a,2 Mur das erstere erklärt, sonst beide; 
die Polygone II,, Be ( 
und jedes von diesen enthält in seinem Innern wenigstens einen 
Randpunkt von g. | 

3. Zu jedem Punkt P des Gebietes g gibt es eine Zahl k, so 
daß P außerhalb aller Polygone k-ter Ordnung liegt. | 

Wenn nun g’ ein anderes unbeschränktes Gebiet mit beschränk- 
tem Rand bedeutet, auf welches g topologisch abgebildet ist (dabei 
soll der unendlich ferne Punkt in sich übergehen), entspricht der 
Polygonfolge {IL,, N eine Folge von einfachen geschlossenen 
Kurven IL, Be mit den gleichen Eigenschaften 1., 2., 3. Durch 
diese Abbildung ist also zugleich eine eineindeutige und beiderseits 
stetige Beziehung zwischen den Randstücken von g und von g’ er 
klärt. 

Seien andererseits g und g’ zwei beliebige Gebiete, deren Rand- 
mengen o und 0’ (als Stückmengen) homöomorph sind; sei & eine 
topologische Beziehung zwischen o und eo’. Wir wählen die oben 


&.+, > 0, 2) liegen innerhalb von IL, a... ap 
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erklärte‘ Polygonfolge Ua, a,...a, in g beliebig und die Polygone 
B, A. 0, derart, daß immer EEE RI AEEREN| Be. enthaltene Teilmenge 


von o’ laut « der in IZ, enthaltenen Dell von o entspricht 


142... 
5.5.54). Sei noch /IJ ein a. großes Polygon, welches die 
Polygone //,, II, und I/,, II, enthält. Wir erklären eine topologische 
Abbildung # folgendermaßen: außerhalb von // und auf II sei i die 
(dentität; der Polygonbereich (IT, II,, II,) soll in den Polygonbereich 
IT, II,, II,') übergehen, so daß jeder Punkt von J] ungeändert bleibt 
ınd 17, in II), II, in IL, übergeht; der Polygonbereich (IZ,, II. 1I9,) 
soll in U, TH, Il») übergehen, und diese Abbildung soll auf Z/, mit 
der bereits erklärten Abbildung übereinstimmen usw. — Auf es 
Weise entsteht eine topologische Abbildung von g auf g’, wobei die 
Beziehung zwischen den Stückmengen o und 0’ mit der im voraus 
gegebenen topologischen Beziehung « übereinstimmt. Wir haben so- 
mit das Resultat: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, dafür, daß die beiden 
Gebiete g und g’ homöomorph sind, besteht darin, daß ihre Randmengen 
fals Stückmengen) homöomorph sind. Die Menge der topologisch ver- 
schiedenen Gebiete hat also die Mächtigkeit des Kontinuums'). 
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Sei g ein n—+ 1-fach zusammenhängendes Gebiet, dessen Rand 
‚von n—+-1 einfachen geschlossenen Kurven 79, 11 Ja; : ++, 7, gebildet 
wird; die Kurven 7,,...., 7, sollen außerhalb voneinander und innerhalb 
der Kurve j, liegen. 

| Sei (C}, C9, ».-, c„) ein System von einfachen geschlossenen Kurven 
in g, die sämtlich durch einen Punkt P laufen, sonst aber keinen 
gemeinsamen Punkt haben. Wir setzen voraus, daß im Innern einer 
jeden Kurve c, wenigstens eine Randkurve von g liegt; wenn ferner 
eine Kurve c, im Innern von C; liegt, soll zwischen c, und c; wenig- 
stens eine Randkurve von g liegen. Wir bezeichnen das System 
Re, BC ..) als ein Fundamentalsystem von Kurven in g. Als ein 
einfachstes System wählen wir ein solches, bei welchem jede Kurve c, 
die Randkurve j, von g im Innern, alle anderen Randkurven von g 
im Äußern hat. 

Wir nehmen eine geschlossene stetige Kurve y in g, d.h. ein 
‚eindeutiges stetiges Bild der Kreislinie 


| NE RE 


indem wir auf der Kreislinie einen Umlaufssinn bestimmen, und auf 
‚Grund dessen auch der Kurve y einen Umlaufssinn zuordnen, erhalten 
‚wir eine gerichtete geschlossene stetige Kurve. 


U 9)51885 und 7. 
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Den Parameterabstand von zwei geschlossenen stetigen Kurveı 
y und y’ erklären wir nach Frechet folgendermaßen. Durch die 
Parameterdarstellung von y und y’ wird zwischen y und y’ eine Be 
ziehung erklärt; zwei Punkte P und P’ von y und y’ entsprechei 
dabei einander, wenn sie demselben Parameterwert (oder demselber 
Punkt des Kreises) entsprechen. — Indem wir die Parameter! 
darstellung von y’ abändern, mittels einer topologischen Abbildung! 
des Kreises auf sich, bekommen wir eine andere Beziehung zwischer 
y und y’, dabei nehmen wir den Maximalabstand entsprechende, 
Punkte. Die untere Grenze dieser Maximalabstände bei allen mög! 
lichen solchen Beziehungen zwischen y und y' nennen wir den Para 
meterabstand der Kurven y und y. — Der Parameterabstand vor 
zwei gerichteten geschlossesen stetigen Kurven y und y’ wird als die 
untere Grenze der Maximalabstände von zwei entsprechenden Punk 
ten von y und y’ erklärt, bei sämtlichen solchen Parameterdarstellunger 
von. y', die aus der ursprünglichen durch den Umlaufssinn erhaltende 
topologische BE LLURBER des Kreises auf sich hervorgehen. | 

Seien y und y’ zwei gerichtete geschlossene stetige Kurven in 8. 
wir werden sagen, daß y und y’ in g durch eine stetige Deformation inein 
ander übergehen oder einander in g homotop sind (im Zeichen yry Y) 
wenn es eine von einem Parameter 4 (0 <A<1) stetig abhängende 
Menge von in g liegenden gerichteten geschlossenen stetigen Kurver 
y, gibt, sodaß dabei den Parameterwerten A= 0 bzw.i=1 die beider 
gegebenen Kurven y und y’ entsprechen. Zu jedem Wert (O<A< i 
soll also eine Kurve y, gehören, und wenn die Parameterwerte 
As Ray... gegen A, Konvergieren, so sollen die entsprechenden Kur 
ven ya Ya =. gegen ıy,, konvergieren, in, dem..Sinne,‘ daß de 
Parameterabstand der gerichteten Kurven y,, und y,, mit wachsen 
dem ı gegen O konversiert. 

Zwei geschlossene stetige Kurven in g heißen homotop in g 
wenn sie nach Bestimmung von geeigneten Umlaufssinnen als ge 
richtete Kurven homotop sind. — Eine Kurve heißt homotop O0 in g. 
wenn sie sich durch stetige Deformation in g in einen Punkt von g 
überführen läßt. | 

Die obige Erklärung der stetigen Deformation können wir auch 
folgendermaßen formulieren: jeder Punkt P(f) der Kurve y soll im 
ZeitintervalO <A<1 eine stetige Kurve P,)(O<A<I) in g be 
schreiben (ein Punkt soll dabei mehrfach gerechnet werden, wenn eı 
mehreren Punkten des Kreises »— konst. 9 = 2 nt entspricht), und 
in jedem Zeitpunkt A sollen die Punkte P,(f) (0 <t<1) eine ge 


schlossene stetige Kurve y, bilden. — Es genügt ferner vorauszusetzen, 
daß zu jeder positiven Zahl e eine endliche Anzahl in g liegender 
geschlossener stetiger Kurven ee A y' gibt, von denen 


je zwei aufeinander folgende einen Parameterabstand < & haben. 


| 
1 


\ 
1 


ı 
| 


| 


| 
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Wir beschränken uns auf solche Kurven, die aus einer endlichen 
Anzahl von aufeinander folgenden einfachen Bögen b,,b,,..., db, zu- 
sammengesetzt sind (deren Endpunkte evtl. zusammenfallen können), 
wobei der Anfangspunkt von b,,, mit dem Endpunkt von b, und 
ebenso der Anfangspunkt von b, mit dem Endpunkt von b, zu- 
sammenfällt. M.a. W. es soll möglich sein, die Kreislinie » = konst., 
w—=2nt(0O<t<1) in eine endliche Anzahl von Bögen: O<t<t,, 
ih Be, Si<tizu zerlegen,‘so daß je zwei Punkte des- 
‚selben Bogens zwei verschiedene Bildpunkte haben. 

| Zu jeder in g liegenden geschlossenen stetigen Kurve y gibt es 
eine Kurve y’ in g der eben beschriebenen Art, deren Parameter- 


abstand von y kleiner ist als eine beliebige positive Zahl e. Wir 


zerlegen nämlich den Kreis, dessen eindeutiges stetiges Bild y ist, 


in endlich viele Bögen P, P,, P,P,,:..., P,P,, so daß für jedes i das 
Bild von Bi: (Bar = Dan zeimen Durchmesser < 5 hat. Seien 


PP, ..., P,' die Bilder von P,,P,,..., P,. Wir bilden den Kreis- 


bogen P,P.,, auf die geradlinige Strecke P/P%,, topologisch ab, 
so daß P,in P/ übergeht; die von den aufeinander folgenden Strecken 
P, BER Py.#;, DER gebildete geschlossene stetige Kurve y’ hat 
won y einen Parameterabstand < e. 


} 


Unter einer kanonischen Kurve 


Do el (ar. 0 panzerZahlen) 


Yı Te us 
verstehen wir diejenige aus |«, +|a,|-+...+|«,| Bögen zusammen- 
gesetzte geschlossene stetige Kurve, deren erste |«,| Bögen durch 
je einen positiven bzw. negativen Umlauf (je nachdem «, positiv oder 
negativ ist) um c,, (vom Punkt P bis zum selben Punkt), die 


‚folgenden |«,| Bögen durch je einen Umlauf um c,, usw. gegeben sind. 


Unser Zweck ist, nachzuweisen, daß jede geschlossene stetige 


Kurve in g mittels einer stetigen Deformation ın g in eine kanonische 
Kurve übergeführt werden kann. 


Zunächst bemerken wir, daß auf der Kreisscheibe jede geschlossene 


‚stetige Kurve y z20 ist. Die Kreisscheibe läßt sich mittels einer ste- 
| 
r 


folgendes bedeuten: man ordne jedem Wert 1 (O<A<1) des „Zeit- 


tigen Deformation auf ihren Mittelpunkt zusammenziehen; das soll 


parameters“ A die Abbildung 


al Er 
der Kreisscheibe » < 1 auf die Kreisscheibe r <1 — A zu; dabei ändert 
sich das Bild irgendeines Punktes in 4 stetig; zwei Kurven y, und y,,, 


‚die aus y durch diese Deformation in den Zeitpunkten A und 4’ ent- 


stehen, haben einen beliebig kleinen Parameterabstand (nämlich |A — 4 
wenn nur |1 —4’| hinreichend klein ist. 


)» 
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Sei nun g ein von den konzentrischen Kreisen k, und k, be 
randeter Kreisring und c sein Mittelkreis mit dem positiven Umlaufs' 
sinn versehen. Ähnlich wie oben deformiert man den Kreisring (R,c 
längs der Radien in den Kreis c und ebenso den Kreisring (R,, c) 
daraus ergibt sich, daB sich jede in g liegende geschlossene stetigı 
Kurve y» durch stetige Deformation in g in eine auf c liegende ge 
schlossene stetige Kurve y’ überführen läßt. Diese letztere Kurve läß 
sich in c”, d.h. in den n-mal umlaufenen Kreis c überführen. Zuers‘ 
können wir nämlich jeden Bogen von y’ von hinreichend kleinen’ 
Durchmesser, wenn seine beiden Endpunkte zusammenfallen, durch 
diesen einzigen Punkt ersetzen; durch Wiederholung dieses Verfahren! 
bekommen wir also durch eine stetige Abänderung von y’ eine ge 
schlossene stetige Kurve y”, auf welcher die Endpunkte irgendeine: 
Bogens nur dann zusammenfallen, wenn der betreffende Bogen der 
ganzen Kreis c umläuft; diese Kurve y” ist also der n-mal in positivem 
Sinne (oder wenn n < 0, der —n-mal in negativem Sinne) umlaufen« 
Kreiske! 

Genau so verfährt man im Falle eines von n--1 Kreisen be 
randeten Gebietes. Auf Fig. 18 ist der Fall des von vier Kreisen be 
randeten Gebietes dargestellt; man zieht die von den Fundamentalkurver 
C, C,, c, bestimmten Teilgebiete längs der punktierten Linien auf die 
Kurven c,, c,, c, zusammen und fährt wie oben fort. — Daraus ergib 
sich ferner, daß jede geschlossene stetige Kurve in g, deren Anfangs 
und Endpunkt im gemeinsamen Punkt P der Fundamentalkurven liegt 
durch eine den Anfangs- und End 
punkt der Kurve festhaltende stetige 
Deformation in g in eine kanonische 
Kurve übergeführt werden kann. 

Daß wir hier bequemeren Aus 
drucks wegen Kreisgebiete betrach: 
ten, bedeutet keine Einschränkung, 
wie wir wissen, läßt sich ein beliebi. 
ger, von n--1 einfachen geschlos 
senen Kurven berandeter Bereich auf 
einen von n--1 Kreisen berande- 
ten Bereich topologisch abbilden 
Fig. 18. (s.111°88). | 


S 6. Die Invarianz der geschlossenen Kurve. 


Ein Kontinuum bestimmt in der Ebene, wie wir wissen, eine 
endliche oder abzählbare Menge von Gebieten. Die Anzahl dieser 
Restgebiete werden wir nach Brouwer aus den Eigenschaften des 
Kontinuums selbst bestimmen; daraus wird sich dann ihre Invarianz 
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regenüber topologischen Abbildungen ergeben und als eine weitere 
‘olgerung der schon im vorigen Abschnitt (II $ 6) erwähnte Schoenflies- 
che Satz von der Invarianz der geschlossenen Kurve. 

Unter einer (geschlossenen) Kette verstehen wir eine zyklisch 
reordnete endliche Menge von Punkten; wenn je zwei aufeinander- 
‚olgende Punkte derselben einen Abstand < & haben, bezeichnen wir 
ie als eine e-Kette. — Unter einer e’-Abänderung einer Kette x ver- 
‚tehen wir folgendes: 1. eine solche Verrückung < e’ eines Punktes 
‚on x, durch welche x in eine e’-Kette übergeht; 2. eine solche 
Zwischenfügung eines neuen Punktes zwischen zwei aufeinanderfol- 
sende Punkte von x, durch welche x in eine &’-Kette übergeht. — 
‚Nenn bei einer solchen Abänderung zwei aufeinander folgende Punkte 
ler ursprünglichen Kette in einen Punkt zusammenfallen, werden wir 
liesen als einen einzigen Punkt der neuen Kette betrachten. Bei 
‚iner solchen Abänderung bleibt also die Anzahl der Punkte der 
Xette ungeändert oder sie nimmt um eins zu oder ab. 

Sei K ein beschränktes Kontinuum, das in der Ebene n +1 
‚ebiete bestimmt. In jedem dieser Gebiete bestimmen wir je ein 
Polygon, 71, 7%, -.., 7, welche X im mittleren Abstand e approxi- 
nieren!). Sei g, das von diesen Polygonen berandete n + 1-fach 
‚usammenhängende Gebiet, und e, der größte Abstand, den die 
Punkte von g,. von der Menge K haben. Wir konstruieren in g, ein 
system von n Fundamentalkurven”c, , c,, ..., c, mit einem einzigen ge- 
neinsamen Punkt P. 

Es läßt sich eine Zahl e, (O<e, <e) so wählen, daß zwei be- 
iebige e,-Ketten x, und x, auf der Kurve c, durch eine endliche 
jolge von e-Abänderungen auf c, ineinander übergeführt werden 
Öönnen. Wir zerlegen nämlich die Kurve c, durch die Punkte 


2 ,P,,...„ P, in r Teilbögen PP, P,P,,..-, P,P,, deren jeder 


inen Durchmesser <z hat, und wählen die positive Zahl e, kleiner 


ls der Abstand irgend zweier nicht aufeinanderfolgender Bögen. Sei 
7 eine beliebige e,-Kette auf c,; jeder Bogen PP, Rau enthält 
wenigstens einen Punkt der Kette x,; einen solchen Punkt verrücken 
Ar in den Punkt P,,,, dies ist offenbar eine e-Abänderung, da 
rstens die Verrückung kleiner als e, zweitens die entstehende Kette 
ine &e-Kette ist; durch Wiederholung desselben Schrittes zuerst für 
den auf dem Bogen PP, Au 
er Reihe nach auf den anderen Bögen P,,,P,;., usw. erhalten wir 
lich ‘eine Abänderung von x, in die Kette (P,, P,,--„ P,) 
Jurch die Umkehrung desselben Verfahrens, wobei wenn nötig die 
unkte P, in die Ketten als neue Punkte einzuschalten sind, gelangt 


liegenden Punkt der Kette, und dann 


| = 4) Siehe S. 49. 
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man nach einer endlichen Anzahl von e-Abänderungen zur Kette %, 
— Die kleinste der Zahlen e,, die für die verschiedenen Kurven 2 au 
diese Weise erklärt werden, bezeichnen wir wieder mit e,. | 
Auf jeder Kurve c, konstruieren wir je eine als Fundamentalkett 
zu bezeichnende &,-Kette x, und nennen eine Kette Ranonisch, wen 
sie sich aus einer endlichen Anzahl von Ketten x, zusammensetzi' 
von denen je zwei aufeinanderfolgende im Punkte P zusammenhängen 
Sei nun x eine willkürliche in X liegende e-Kette (d. h. eine 
solche, deren Punkte sämtlich zu X gehören). Indem wir je zwe 
aufeinander folgende Punkte von x geradlinig verbinden, erhalten wi 
eine geschlossene stetige Kurve o in g,, die wir mittels einer stefi 
gen Deformation « innerhalb von g, in eine kanonische Kurve 9 
überführen. Diejenigen Punkte von o, die von « in den Punkt 7 
übergeführt werden, fügen wir nacheinander in die Kette x ein. So 
dann fügen wir so viele weitere Punkte von o ın die Kette ein 
daß die entstehende Kette während des ganzen Verlaufes eine & 
Kette bleibt. Wir können dann eine endliche Anzahl von Lagen de!) 
Kurve o während der Deformation « bestimmen, so daß die erste mit o' 
die letzte mit @ identisch ist und bei je zwei aufeinanderfolgendei’ 
Lagen die einander entsprechenden Punkte einen Abstand < & haben! 
Somit ıst gezeigt, daB n Fundamentalketten in g, existieren, mi. 
der Eigenschaft, daß es zu einer willkürlichen in K liegenden ®: 
Kette x eine endliche Kettenfolge x, x, ..., x° gibt, deren letztes Ele 
ment eine kanonische Kette ist, während je zwei aufeinanderfolgende 
Ketten x” und x”*+1 durch eine e-Abänderung ineinander übergehen 
Nun können wir die hiermit erkannte Eigenschaft von ihre 
Beziehung zum Gebiet g, befreien. Der größte Abstand Ey; der 
ein Punkt von g, von K hat, strebt mit e gegen 0; wir setzen 
€e=£-+2e,. — In der obigen Kettenfolge x, x,..., x° ersetzer 
wir jeden Punkt durch einen ihm möglichst nahe liegenden Punk 
von K. So entsteht eine Folge von .-Ketten, von denen je zwe 
aufeinander folgende durch endlich viele e-Abänderungen ineinandeı 
übergehen; die letzte Kette der Folge ist wieder eine kanonische 
Kette. Wir haben also das folgende Ergebnis: wenn das beschränkte 
Kontinuum K in der Ebene n--1 Gebiete bestimmt, so kanr 
man zu jeder positiven Zahl e eine solche, mit e unter jede Grenze 
herabsinkende Größe € >0, und n solche in K liegende Funda 
mentalketten mit einem gemeinsamen Punkt P bestimmen, daß eine 
willkürliche in K liegende &-Kette mittels einer endlichen Anzahl vor 
e-Abänderungen in eine kanonische Kette übergeführt werden kann 
die aus einer endlichen Anzahl von Fundamentalketten besteht, vor 
denen je zwei aufeinanderfolgende im Punkte P zusammenhängen. — 
Wir werden kurz sagen: Das Kontinuum K besitzt eine n-fache Bası: 
der Zyklosis. 
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Es ist noch zu zeigen, daß das Kontinuum X, das in der 
Ebene n 4 1 Gebiete bestimmt, keine n — 1-fache Basis der Zyklosis 
ıaben kann. — Wählen wir in jedem der n beschränkten, von K be- 
stimmten Gebieten je einen Punkt P,, P,,..., P,. Selix eine e-Kette 
n K und o die geschlossene stetige Kurve, die entsteht, wenn wir 
e zwei aufeinanderfolgende Punkte von x durch eine Strecke ver- 
yinden. Sei x’ eine Kette, die aus x durch eine e’- Abänderung 
sntsteht, und 0’ die zugehörige geschlossene stetige Kurve. Die 
Irdnung jedes Punktes P, ist in bezug auf o und 0’ dieselbe, wenn 
aur e’ hinreichend klein ist. Wenn wir also & hinreichend klein 
wählen, müssen die zu diesem & gehörigen Fundamentalketten durch 
hre Kompositionen für die Ordnungen von P, alle möglichen Systeme 
son n ganzen Zahlen liefern. Wir wählen nämlich n e-Ketten, 
B Hay. +,%,, so daß die Ordnung von P, in bezug auf %/ gleich 1, 
n bezug auf jede andere Kette x; gleich O ist. Seien andererseits 
--,%, 21 die n — 1 der Größe &e entsprechenden Fundamental- 
zetten und sei @,, die Ordnung von P, in bezug auf die zu x, ge- 
hörige Kurve o,; zu jedem i (=1,2,...,n) gäbe es dann n— 1 
were Zahlen. &,,, &; -.., €, so daß 


Inn t2 


[5% 
&;ı tat, a \ 
st. Das ıst aber unmöglich. 


So haben wir die folgenden Sätze: 

I. Ein beschränktes Kontinuum, welches in der Ebene eine endliche 
Anzahl n +1 von Gebieten bestimmt, besitzt eine n-fache, nicht aber 
ine n — 1-fache Basis der Zyklosıs. 

U. Ein beschränktes Kontinuum, welches in der Ebene unendlich 
wele Gebiete bestimmt, besitzt keine endliche Basis der Zyklosis. 

Die Anzahl der beschränkten Restgebiete, die ein beschränktes 
<Xontinuum K bestimmt, kann also auch definiert werden als der 
stad n der Basis der Zyklosis. Die letztere Definition hat den Vor- 
eil, daß ihre Invarianz gegenüber topologischen Abbildungen unmittel- 
yar zu erkennen ist. Sei nämlich X ein beschränktes Kontinuum und K, 
'ein topologisches Bild; wenn K eine n-fache Basis der Zyklosis hat, 
o gibt es also zu jedem e>0O eine Zahl € > 0, und n Fundamental- 
‘etten, so daß jede &-Kette in K durch e’- Abänderungen in eine kanoni- 
che Kette übergeführt werden kann. Zufolge der unabigen Stetig- 
“eit der Abbildung gibt es zwei positive Zahlen &, und e,’, die mit e und 
"gegen 0) konvergieren, so daß jeder &,-Kette in K, eine e-Kette in 
(, jeder e&,’-Abänderung in K, eine e-Abänderung in K entspricht. 
Nasselbe gilt auch in bezug von der inversen Abbildung. Folglich sind 
ie zugehörigen Basen der Zyklosis vom gleichen Grad. 


h 
| 
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Aus den obigen Sätzen I und II ergibt sich also der folgende Satz: 
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III. Die Gebietsmengen, die von zwei homöomorphen beschränkä 
Kontinua in der Ebene bestimmt sind, haben dieselbe Anzahl (die 
endlich oder abzählbar unendlich ist). 

Aus diesem Satz folgt die Invarianz der geschlossenen Kurve. Sei \ 
ein beschränktes Kontinuum, welches in der Ebene zwei Gebiete be, 
stimmt, mit deren Rand es identisch ist. Sein topologisches Bild K’ isı 
ebenfalls ein beschränktes Kontinuum, welches in der Ebene zwei Ge. 
biete bestimmt. Es ist noch zu zeigen, daß jeder Punkt von K’ für beide 
von ihm bestimmten Gebiete Randpunkt ist. Wäre dies nicht der Fall, 
so sei P’ ein Punkt von K’ und U’ eine Umgebung von P’, welche mit 
einem der von K’ bestimmten Gebiete keinen Punkt gemeinsam hat. Es 
gibt somit ein außerhalb von U’ liegendes Teilkontinuum K,’vonK, wel 
ches in der Ebene ebenfalls zwei Gebiete bestimmt. SeiK, a Teilkonti- 
nuum von K, dessen Bild K, ist, und P der dem Punkt P’ "entsprech&i 
Punkt. K, bestimmt ın der EbaRE ein einziges Gebiet; in beliebiger Nähe 
von P AIR es nämlich Punkte von beiden durch X bestimmten Gebieten; 
zwei solche Punkte können in einer kleinen Umgebung von P, d.h. durch 
einen K, nicht treffenden Weg verbunden werden. — Laut des obigen 
Satzes ist es aber unmöglich, daß X, ein einziges Gebiet und sein to 
pologisches Bild K,’ zwei Gebiete bestimmt. Unsere Annahme, daß es 
solche Punkte von K’ gibt, die nicht beiderseitige Randpunkte sind, 
hat zu einem Widerspruch geführt. Somit haben wir den Satz: 


IV. Das topologische Bild einer geschlossenen Kurve ın der Ebene 
ist selbst eine geschlossene Kurve. 


Topologie der Flächen. 


Vierter Abschnitt. 


Polyederflächen. 


S 1. Begriff der Fläche. 


Die Flächen werden wir zuerst abstrakt definieren und nachher 
ir sie Darstellungen als Punktmengen in der Ebene bzw. im Raume 
ngeben. Wir setzen die Fläche aus einfachen Elementen zusammen, 
ie wir Dreiecke nennen und folgendermaßen erklären: ein Dreieck A 
st eine Menge von Elementen, die als Punkte des Dreieckes be- 
eichnet werden und die zu den Punkten eines gewöhnlichen Dreiecks 
‚er Zahlenebene in eineindeutiger Beziehung stehen. Die Bezeich- 
jungen: innerer Punkt, Kante, Eckpunkt, Umgebung, Strecke usw. 
\bertragen wir auf diejenigen Mengen von Punkten des Dreiecks A, 
le laut dieser Beziehung einem inneren Punkt, den Punkten einer 
jeite, einem Eckpunkt usw. des Zahlendreieckes entsprechen. — Für 
‚en speziellen Fall, daß A eine im Raume liegende Punktmenge ist, 
zerden wir im allgemeinen voraussetzen, daß die ihm laut der Be- 
iehung mit dem Zahlendreieck zukommenden Umgebungsbeziehungen, 
at denen übereinstimmen, die ihm als Punktmenge im Raume zu- 
ommen, mit anderen Worten, daß es ein topologisches Bild des 
Wahlendreieckes in diesem Raume darstellt. 

Unter dem Ausdruck, daß die Dreiecke X, und A, eine Kante 
emeinsam haben, verstehen wir immer, daß für je eine Kante der 
‚ntsprechenden Zahlendreiecke eine topologische Beziehung festgesetzt 
‚st und je zwei dabei entsprechenden Punkten der beiden Kanten ein 
‚nd derselbe Punkt als gemeinsamer Kantenpunkt der Dreiecke A, 
‚nd A, entspricht. Einem solchen Punkt von A, und A, schreiben 
Ar je eine Halbumgebung zu, die das Bild einer halben Kreisscheibe 
‚2 dem entsprechenden Zahlendreieck ist, und ihre Vereinigung er- 
lären wir als eine Umgebung dieses Punktes auf N, + As: Zwei 


‚Jreiecke, die eine Kante gemeinsam haben, werden als benachbart be- 
eichnet. 


g* 
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Eine Fläche definieren wir durch eine Menge von Dreiecken mi 
den folgenden Eigenschaften: 


1. Ein innerer Punkt eines Dreieckes gehört nur zu diesem ein 
zigen Dreieck. 

2. Eine Kante eines Dreieckes gehört zu genau zwei Dreiecken 
die diese Kante, sonst aber keinen Punkt gemeinsam haben. 

3. Ein Eckpunkt eines Dreieckes gehört zu einer endlichen, zy 
klisch geordneten Menge von Dreiecken (A,; Ne A,„) von dener 
je zwei aufeinanderfolgende Dreiecke A,und A,,, (auch A,und A, 
eine diesen Eckpunkt enthaltende Kante gemeinsam haben. 

4. Zu je zwei Dreiecken A und N’ gibt es eine endliche Folge 
von. Dreiseken AT = "NA, As 2A As deren Werste une 
Element sie sind und von denen je zwei aufeinanderfolgende Dreiecke 
eine gemeinsame Kante haben. 


Die ın den Dreiecken enthaltenen Punkte werden als Punkt 
der Fläche bezeichnet. Ein gemeinsamer Kantenpunkt zweier benach 
barter Dreiecke und ebenso ein gemeinsamer Eckpunkt eines Zyklus 
von Dreiecken gilt als ein einziger Punkt der Fläche. — Die Um. 
gebungen auf der Fläche werden folgendermaßen erklärt: für einen 
inneren Punkt eines Dreieckes wird sie als eine Umgebung des Punktes 
in diesem Dreieck erklärt; für einen gemeinsamen Kantenpunkt von 
zwei Dreiecken als die Gesamtheit von je einer Halbumgebung in de 
beiden Dreiecken; für einen Eckpunkt als die Gesamtheit von je einer 
Sektorumgebung!) in jedem Dreieck des zugehörigen Zyklus. Ein 
Umgebung ist also immer ein topologisches Bild einer Kreisscheibe 
der Zahlenebene. | 

Es ist zu bemerken, daß den obigen Bedingungen zufolge die 
Menge der Dreiecke A, die die Fläche bilden, abzählbar ist. Wir 
können nämlich diese Dreiecke in einer gewöhnlichen Folge darstellen: 
als erstes Element nehmen wir ein beliebiges Dreieck \,; dann nehmen 
wir diejenigen endlich vielen weiteren Dreiecke, die eine Kante oder 
einen Eckpunkt mit /\, gemeinsam haben, diese seien /\,, As» A n: 
dann diejenigen weiteren, die mit diesen letztgenannten eine Kante 
oder einen Eckpunkt gemeinsam haben usw. Zufolge der Bedingung 4 
werden dadurch alle Dreiecke A erschöpft. J 

Falls die Anzahl der Dreiecke endlich ist, bezeichnen wir die 
Fläche als geschlossen, im anderen Falle als offen. Die Punkte einer 
geschlossenen Fläche bilden eine kompakte Menge, d. h. jede unend- 
liche Folge P,, P,,... von Punkten der Fläche hat einen Grenzpunkt; 
unter den endlich vielen Dreiecken gibt es nämlich wenigsten eines, 


1) Sie soll als Bild eines Kreissektors im Zahlendreieck erklärt werden, 
dessen Ecke der betreffende Eckpunkt und dessen Seiten Teile der zugehörigen 
Kanten sind. Für zwei benachbarte Sektorumgebungen soll in beiden der 
selbe Teil der gemeinsamen Kante in Anspruch genommen werden. 
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‚as unendlich viele Punkte dieser Folge enthält und dieses Dreieck 
it, als eineindeutiges und (im Sinne der Übertragung des Umgebungs- 
‚egriffes) stetiges Bild eines Zahlendreieckes, kompakt. Auf einer 
ffenen Fläche dagegen gibt es eine Folge voneinander verschiedener 
/unkte P,, P,, -.., wobei P, immer einen inneren Punkt eines von /,, » 
SR, ..., A,_, verschiedenen Dreieckes /\\,, bezeichnet, ohne Grenzpunkt. 
‚ Wir erklären noch folgendermaßen berandete Flächen (die im Sinne 
er obigen Definition keine Flächen sind): sie besteht aus einer end- 
chen Anzahl von Dreiecken mit den Eigenschaften: 


1. Jeder innere Punkt eines Dreieckes gehört zu diesem einzigen 
)reieck. 

2. Jede Kante gehört entweder zu einem einzigen Dreieck oder 
u zwei Dreiecken, deren gemeinsame Kante sie dann ist, und die sonst 
‚einen gemeinsamen Punkt haben. Es soll dabei wenigstens eine Kante 
eben, die nur zu einem Dreieck gehört. 

3. Jeder Eckpunkt gehört zu einer endlichen linear oder zyklisch 
'eordneten Menge von Dreiecken, von denen je zwei aufeinanderfol- 
‚ende eine diesen Eckpunkt enthaltende Kante gemeinsam haben. 

4. Zu je zwei Dreiecken gibt es eine sie verbindende Dreiecks- 
iette (wie oben). 

Die Punkte derjenigen Kanten, welche nur zu einem Dreieck und 
ie Eckpunkte, die zu einer linearen Menge von Dreiecken gehören- 
ilden den Rand der Fläche. Er besteht aus endlich vielen fremden 
olygonen, die wir als Konturen, und deren Zahl wir als Konturenzahl 
er berandeten Fläche bezeichnen. 

Die geschlossenen und die berandeten Flächen bezeichnen wir als 
"olyederflächen. 

— Die Fläche haben wır oben durch eine Dreiecksteilung dar- 
estelt Um die Eigenschaften der Fläche unabhängig von der spe- 
lellen Dreiecksteilung betrachten zu können, definieren wir nach 
Jehn und Heegaard interne Transformationen der triangulierten Fläche 
ölgendermaßen: wir nehmen einen Kantenpunkt und verbinden ihn 
ı den Dreiecken A, und A,, zu denen er gehört!), mit den beiden 
icht auf dieser Kante liegenden Eckpunkten durch je einen einfachen 
ogen; auf diese Weise werden die Dreiecke A, und A, in je zwei 
'reiecke \, und A, bzw. A, und AN,” zerlegt, welche wir in der 
reiecksteilung der Fläche statt A, und A, einführen. Die so er- 
lärte elementare Transformation wiederholen wir für die neu ent- 
'ehende Flächenform, jedoch unter der Beschränkung, daß sie in jedem 
\reieck der ursprünglichen Dreiecksteilung nur eine endliche Zahl von 
lalen angewendet wird. Auf diese Weise erhalten wir eine neue 


} 


t) Im Fall der berandeten Flächen, falls der betreffende Kantenpunkt ein 
andpunkt ist, nur in dem einen Dreieck, zu welchem er gehört. 
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Dreiecksteilung der Fläche, die wir als eine Unterteilung der ursprüng 
lichen bezeichnen, Eine interne Transformation besteht im Übergan 
von einer Dreiecksteilung zu einer anderen Dreiecksteilung, die beid 
eine solche gemeinsame Unterteilung haben; ferner in einer endliche 
Anzahl von Wiederholungen desselben Schrittes. | 

Unterteilung einer vorgelegten Teilung soll auch jede Dreieck: 
teilung der Fläche genannt werden, in welcher sämtliche Eckpunkt 
der ursprünglichen Teilung als Eckpunkte der neuen Teilung un 
sämtliche Kanten derselben als Vereinigung von endlich vielen Kante 
der neuen Teilung auftreten. Es ist leicht zu zeigen, daß jed 
Unterteilung mittels einer internen Transformation aus der ursprüng 
lichen Teilung entsteht, man braucht dies nur bei einem Dreieck eu 
zusehen. | 

Wir werden zeigen, daß man aus einer gegebenen Dreiecksteilum 
einer Fläche durch interne Transformationen zu jeder anderen Dreieck: 
teilung derselben übergehen kann. — Erstens ıst dıes klar für den Fa 
daß jedes Dreieck der ersten Teilung nur eine endliche Anzahl vo 
Bögen enthält, die zu den Kanten der zweiten Teilung gehören un 
welche, abgesehen von ihren auf dem Dreiecksrand liegenden Em 
punkten, im Innern dieses Dreieckes liegen. Diese Bögen zerlege 
dann das Dreieck in endlich viele Polygonbereiche, und jeden von diese 
können wir durch weitere Bögen in Dreiecke zerlegen. Indem w 
noch dafür sorgen, daß jeder Eckpunkt eines Dreieckes auch für di 
anderen diesen Punkt enthaltenden Dreiecke ein Eckpunkt ist, wa 
durch Anwendung von weiteren Bögen erreicht wird, bekommen w 
eine gemeinsame Unterteilung der beiden vorgelegten Teilungen. . 
Wenn zweitens ein Dreieck der ersten Teilung unendlich viele solch 
Bögen enthält, die zu den Kanten der zweiten Teilung gehören un 
die bis auf ihre Endpunkte im Innern dieses Dreieckes liegen, 
bestimmen wir eine dritte Teilung, deren einzelne Kanten die Kante 
der ersten und der zweiten Teilung je nur in endlich vielen Punkte 
treffen, womit dann dieser Fall auf den eben erledigten zurückgefüh: 
wird. Dies geschieht aber folgendermaßen. Wir nehmen ein Dreieck 4 
der ersten Teilung; in den Dreiecken der ersten Teilung, die ein 
Kante oder einen Eckpunkt mit A gemeinsam haben, ziehen wir di 
Mittellinien, die zu den auf A liegenden bzw. von A fremden Kant 
parallel sind; so entsteht ein Polygon z. Denjenigen Teil (r) der Fläche 
der aus dem Dreieck A und aus den daran anstoßenden Hälften de 
neben ihm liegenden Dreiecke besteht, bilden wir auf einen ebene 
Polygonbereich (z’) topologisch ab!), so daß A in ein Zahl 


1) Diese Abbildung ist hier selbstverständlich; man nehme ein Dreieck 
in der Ebene, von jedem Eckpunkt von N’ aus ziehe man so viele Strecke 
ins Äußere von A, wie Kanten in den Eckpunkten von A der Reihe nac 
eintreffen (abgesehen von den Kanten von A), dann ziehe man ein For 


Baeennneen 
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ınd die zugehörigen halben Kanten der ersten Teilung in gerade Strecken 
ibergehen. Nun nehmen wir sämtliche Kanten der zweiten Teilung, 
die Punkte in A haben; die in (x) liegenden Teile dieser Kanten 
werden auf endlich viele einfache Bögen im Polygonbereich (7) ab- 
rebildet. Wir nehmen dann drei Punkte A’, B’, C’ in (a) in hin- 
:eichend kleinen Umgebungen (die von den A nicht treffenden Kanten 
der zweiten Teilung frei sind) der Eckpunkte von A, die weder auf 
den Bildern der Kanten der ersten Teilung, noch auf denen der zweiten 
Teilung liegen und verbinden diese Punkte miteinander innerhalb von 
'7) durch solche einfache Bögen (A’B’), (B’C’), (C’ A’), die einander 
außer in ihren Endpunkten nicht treffen und die mit jedem Bogen, der 
das Bild einer Kante der ersten oder der zweiten Teilung ist, nur 
sndlich viele gemeinsame Punkte haben; dies ist laut des in II$ 5 be- 
wiesenen Hilfssatzes (S. 90) möglich. Das Bild dieses Dreieckes (A’B’C”) 
ıehmen wir als ein Dreieck A’ der zu konstruierenden dritten Dreiecks- 
jeilung. Für die mit A benachbarten Dreiecke der ersten Teilung 
werfahren wir ähnlich, nur setzen wir fest, daß bei den neu einzu- 
ührenden Dreiecken der dritten Teilung immer die bereits erhaltenen 
‚Dreieckskanten der dritten Teilung auftreten sollen. Auf diese Weise 
irhalten wir eine Dreiecksteilung von der oben genannten Art, die 
sich also in jede dieser beiden Teilungen durch interne Transformation 
berführen läßt. we 

Zwei Flächen, deren Dreiecksteilungen übereinstimmen, können 
mmer, mittels der Abbildungen ihrer Dreiecke auf Zahlendreiecke, 
eineindeutig und stetig aufeinander abgebildet werden, folglich sind 
auch je zwei Flächen, deren Dreiecksteilungen durch interne Trans- 
formationen ineinander übergeführt werden können, topologische Bilder 
zoneinander, oder wie wir kürzer sagen, homöomorph. Andererseits 
überträgt sich eine gegebene Dreiecksteilung der Fläche bei jeder 
‘opologischen Abbildung derselben auf die Bildmenge, die somit als 
eine durch die gleiche Dreiecksteilung dargestellte Fläche erscheint. 
Wir erwähnen hier noch einige Beispiele für Flächen. — Ein 
Tetraeder liefert uns ein Beispiel für eine geschlossene Fläche. — 
Auf der Kugel wird durch die Zentralprojektion der Kanten eines 
eingeschriebenen Tetraeders eine Zerlegung in vier Dreiecke dar- 
gestellt; die Kugelfläche ist hiermit als der Tetraederfläche homöo- 
norph erkannt. — Eine offene Fläche wird laut III $ 1 durch jedes 
bene Gebiet dargestellt. Ein Beispiel für eine berandete Fläche 
Sildet etwa ein von endlich vielen einfachen geschlossenen Kurven 
»erandeter, beschränkter (abgeschlossener) ebener Bereich. 


Polygon ı’, dessen Eckpunkte auf diesen Strecken liegen; den durch = be- 
stimmten, an A anstoßenden Hälften der an A anstoßenden Dreiecke entspricht 
‚eein durch die vorher gegebenen Strecken bestimmter Teil zwischen 7’ und N’. 
— (Vgl. auch S. 141.) 


S 2. Orientierbarkeit und Nichtorientierbarkeit. 


Gegeben sei eine Fläche in einer gewissen Dreiecksteilung. Für 
ein Dreieck A, bestimmen wir eine positive Indikatrix; sie erteilt 
jeder Kante des Dreieckes eine bestimmte Richtung. Ist A, ein 
benachbartes Dreieck, so ordnen wir ihm diejenige Indikatrix zu, die 
der gemeinsamen Kante die entgegengesetzte Richtung erteilt; die 
so bestimmte Indikatrix von A, nennen wir die mit der angegebenen 
Indikatrix von A, zusammengehörige Indikatrix von A,. Sei A,, 
Ay, A,» A, eine beliebige Folge von benachbarten Dreiecken; wenn 
wir die in A, bestimmte positive Indikatrix längs dieser Besch/oese 
Dreieckskette fortsetzen, so daß immer die gemeinsame Kante von A, 
und /A,,, in den beiden Dreiecken entgegengesetzt gerichtet wird! 
bekommen wir endlich in A, wieder eine Indikatrix, die entweder] 
mit der ursprünglichen Indikatrix von A, übereinstimmt oder ihr ent, 
gegengesetzt ist. Wenn es eine geschlossene Dreieckskette auf der Fläche 
gibt, für welche das letztere der Fall ist — wir bezeichnen sie als 
eine die Indikatrix umkehrende Dreieckskette —, so sagen wir, daß 
die Fläche nichtorientierbar ist; sonst heißt sie orientierbar'). Bei 
einer orientierbaren Fläche läßt sich also auf der Fläche eine Indi- 
katrix bestimmen, d.h. jedem Dreieck eine bestimmte Indikatrix zu. 
weisen, so daß zwei benachbarte Dreiecke immer ER. 
Indikatrizes haben; bei nichtorientierbaren Flächen ist dies nicht möglich, 

Es ist zu zeigen, daß die Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbar- 
keit eine Eigenschaft der Fläche selbst ist, und von ihrer speziellen 
Dreiecksteilung unabhängig ist. Laut des vorigen Paragraphen ge- 
nügt es, die Invarianz dieser Eigenschaften bei einer elementaren 
Transformation nachzuweisen. Für eine solche ist dies aber klar; sei 
nämlich A ein beliebiges Dreieck mit einer positiven Indikatrix; für 
jedes Dreieck einer Unterteilung von A überträgt sich diese Indi- 
katrix in eindeutiger Weise, und auch umgekehrt ist durch zusammen- 
gehörige Indikatrizes der Teildreiecke von A eine Indikatrix von A 
bestimmt, die die Kanten von A im selben Sinn richtet. Wenn als 
für eine Dreiecksteilung der Fläche eine Indikatrixbestimmung mög- 
lich ist, so ist dies auch für jede Unterteilung der Fall, und umge- 
kehrt. — Eine positive Indikatrix einer orientierbaren Fläche in einer: 
gegebenen Dreiecksteilung überträgt sich mittels der internen Trans- 
formationen auf jede andere Dreiecksteilung der Fläche. 

So haben wir das Ergebnis, daß die Orientierbarkeit bzw. Nicht 
orientierbarkeit eine topologische Invariante der Flächen ist, in dem 
Sinne, daß zwei homöomorphe Flächen entweder beide orientierbar 
oder beide nichtorientierbar sind. 


| 
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t) Statt der Bezeichnung ein- oder zweiseitig werden wir diese Bezeich- 
nungen anwenden. 
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Wie für den Fall der Ebene, kommt jedem Kreis in einem Drei- 
:ck A durch eine Indikatrixbestimmung von A ein bestimmter Um- 
‚aufssinn zu. Folglich wird durch eine Indikatrixbestimmung einer 
yrientierbaren Fläche jedem in einer Umgebung liegenden Kreis ein 
yestimmter Umlaufssinn zugewiesen. 

BER eines nichtörientierbare@Flache,= und. A, A, 4 AA; 
ine die Indikatrix umkehrende Dreieckskette. Aus ihr werden wir 
»ine die Indikatrix umkehrende einfache, d. h. solche Dreieckskette 
wuswählen, in welcher je zwei Glieder zwei verschiedene Dreiecke 
Wistellen. Sei A, das erste Glied der Kette, welches dasselbe 
Yreieck ist, wie ein früheres Glied N; (<x) der Kette. Die Drei- 
:cke N, Ayv Je JE WANNE — N, bilden eine einfache geschlossene 
Jreieckskette; wenn längs ihr sich die Indikatrix umkehrt, werden 
vir diese Kette nehmen; ım andern Fall lassen wir die Glieder N» 
\r9 ...,A,_, aus der ursprünglichen Kette fort und verfahren mit 
ler Kette \,, Ay, ..., A, = nd rs ee ebensosghallsckeine 
‘olche Teilkette A,,..-., Az, die Indikatrix umkehrt, wird nach Fort- 
assung sämtlicher solcher Teilketten eine einfache Kette A\,,..., 
I 2; = An Ara ie re Pe Re N ee AREA. yaıı 
ückbleiben, längs ihr sich die Indikatrix umkehrt; ihre Glieder 
Meden wir wieder mit A, As, ..:, A, A, bezeichnen. 

Seien R,, ka, -.., k, die gemeinsamen Kanten von bzw. A, und /\\,, 
S und /\,, A, und A, usw. Die Mittelpunkte von %k, und k,,, ver- 
inden wir in A, durch die Strecke l,, sämtliche Strecken /, bilden 
usammen ein (einfaches) Polygon x. In jedem der Dreiecke A, 
iehmen wir zwei zu /, parallele Strecken // und 1” auf beiden 
jeiten von /, so daß die auf %R,,, liegenden Endpunkte von // 
nd 2” mit denen von %,ı und //,ı zusammenfallen. Wenn wir 
We Kanten R,,%,,...,%, der Reihe nach so richten, daß k, und 
jr, für das Dreieck A, entgegengesetzte Richtungen haben, be- 
ommen wir nach dieser Fortsetzung endlich für die Kante k, die 
ı der ihr ursprünglich zugewiesenen entgegengesetzte Richtung. 
iehmen wir von den beiden Strecken 2,’ und 2,” diejenige, deren auf 


ı liegender Endpunkt von dem Mittelpunkt von k, in der durch k, 
‚stgesetzten Richtung liegt — sei dies etwa 2,” — und sei /,' ähnlich 
‘klärt, dann haben 2,’ und /,' einen gemeinsamen Endpunkt; so 
irtfahrend erhalten wir einen Streckenzug 4)’-+1'-+...+1,'; der 
‚ndpunkt von /,’ befindet sich auf %, in der anderen Richtung vom 
littelpunkt von k, als der Anfangspunkt von 1’. — Diese Wege 
elle ».., 2, bilden also zusammen ein einziges Polygon. 
ıdem wir // und 1,” als die beiden Ufer von /, betrachten, können 
ir auch sagen, daß der Streckenzug 1,’-+1,’--... +1,’ von einem 
‚fer von /, auf das andere führt, und auch daß das Polygon zz ein 
nziges Ufer hat. 
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Aus der obigen Überlegung geht zugleich hervor, daß wenn das 
Polygon z nur ein Ufer hat, die zugehörige Dreieckskette die Indikatri 
umkehrt. Indem wir ferner bemerken, daß zu einem beliebig gegebener 
Polygon z eine solche Dreiecksteilung der Fläche angegeben werden kann 
in welcher es als Mittellinie einer geschlossenen Dreieckskette erscheint 
können wir in der Eigenschaft der auf der Fläche liegenden Poly 
gone, zwei oder ein Ufer zu haben, die charakteristische Eigenschaf 
der Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit der Fläche erkennen 
eine Fläche ist dann und nur dann orientierbar, wenn jedes Polygon 
auf ihr zwei Ufer hat. | 


Die am Ende des $ 1 erwähnten Flächen sind orientierbar 
Einige Beispiele für nichtorientierbare Flächen werden wir hier er 
wähnen. | | 

1. Die projektive Ebene. Sie wird definiert als die Menge der Ver 
hältniswerte von drei reellen Zahlen &, :&,:&,. Sie entsteht bekanntlich 


Eigzeld: 


aus der Zahlenebene durch Hinzufügung der unendlich fernen Geraden 
auf jeder Geraden liegt ein und nur ein unendlich ferner Punkt, auf zwe 
parallelen Geraden liegt ein und derselbe, auf zwei nicht paralleleı 
Geraden liegen zwei verschiedene unendlich ferne Punkte. — Auf de: 
projektiven Ebene bestimmen wir eine Dreiecksteilung folgendermaßen 
Wir nehmen zuerst ein im Endlichen gelegenes Dreieck (1, 2, 3) um 
verlängern seine Seiten; so entsteht eine Zerlegung der projektive 
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Ebene in vier Dreiecke I, II, III, IV, von denen I ganz ım Endlichen 
liegt, während die anderen sich durch das Unendliche erstrecken. 
Zwei Dreiecke, etwa I und II, haben außer der gemeinsamen Kante 1 2 
noch einen Eckpunkt 3 gemeinsam, deshalb zerlegen wir das Drei- 
Bin vier Teildreiecke; und‘ jedes” der anderen Dreiecke .in je 
zwei Dreiecke (s. Fig. 19); die auf diese Weise entstehende Dreiecks- 
teilung befriedigt unsere Bedingungen 1 bis 4 auf S. 132, so daß die 
projektive Ebene als eine geschlossene Fläche erscheint. — Sie ist 
nichtorientierbar, wie man es aus der Umkehrung der Indikatrix 
längs einer. einfachen geschlossenen Dreieckskette erkennt. Der 
Einfachheit halber betrachten wir das erste Schema; zuerst geben 
wir dem Dreieck I eine Indikatrix; dann nehmen wir die mit dieser 
zusammengehörige Indikatrix von II, und endlich die mit der letzteren 
‚zusammengehörige Indikatrix von III; die erhaltene Indikatrix von III 
richtet die mit I gemeinsame Kante im selben Sinn wie die ur- 
‚sprüngliche Indikatrix von I, so daß diese beiden Indikatrizes nicht 
zusammengehörig sind. Daraus’ folgt schon, daß die projektive Ebene 
eine nichtorientierbare Fläche ist. — Eine unendliche Gerade, etwa 
‚die durch die Punkte 1, 2 gehende, ist ein geschlossenes Polygon 
auf der projektiven Ebene, mit einem einzigen Ufer. 

2. Das Möbiussche Band. Es entsteht, wenn wir ein langes 
schmales Rechteck mit den Eckpunkten a,b,c,d, zusammenbiegen 
und die Seiten ab und 
cd miteinander derart 
vereinigen, daß die 
Punkte a und c, und 
ebenso die Punkte b und 
d miteinander zusam- 
menfallen. So entsteht 
eine berandete Fläche, 
die wir durch das in Fig. 
20a angegebene Schema 
n Dreiecke zerlegen; 
sine Fortsetzung der In- 
dikatrix (123) längs 
Be Rette IT ...-VI 
wird für das Dreieck 
126) die Indikatrix 
126) erteilen, so daß l 
die gemeinsame Kante 12 in den Dreiecken I und VI gleich gerichtet 
wird. Die Mittellinie m m’ ist ein Polygon auf der Fläche mit einem 
einzigen Ufer (siehe die punktierte Linie auf Fig. 20a, die das Ufer 
ler Mittellinie darstellt; die Punkte x und x’ und ebenso y und y 
entsprechen einander bei der Identifizierung der Seiten ab und cd). 


140 IV. Polyederflächen. 


S3. Die Charakteristik der Fläche. 


Ein aus Kanten bestehendes einfaches Polygon auf einer trian- 
gulierten Fläche F bezeichnen wir als einen Rückkehrschnitt!). Wir 
sagen, der Rückkehrschnitt z zerlegt die Fläche F, wenn es wenigstens 
zwei solche (nicht auf x liegende) Punkte von F gibt, daß jeder sie 
verbindende Weg auf F den Rückkehrschnitt z trifft; das ist gleich- 
bedeutend damit, daß es zwei solche Dreiecke gibt, daß in jeder sie 
verbindenden Dreieckskette wenigstens zwei aufeinanderfolgende Drei- 
ecke eine zu z gehörige Kante gemeinsam haben. Ähnlich erklärt man 
den Ausdruck, daß die Rückkehrschnitte z,,...,z, zusammen die 
Fläche F zerlegen. — Der Ausdruck, die Polyederfläche F längs des 
Rückkehrschnittes z aufschneiden, soll folgendes bedeuten: wir de 
finieren ein neues, aus den Dreiecken von F bestehendes Gebilde, 
wobei jedoch die gemeinsamen Kanten von zwei längs einer Kante 
von zı zusammenhängenden Dreiecke und ebenso die auf z zusammen- 
fallenden Eckpunkte zweier sonst fremder Dreiecke als verschiedene 
Elemente zu betrachten sind. Durch das Aufschneiden einer Foly- 
ederfläche längs eines Rückkehrschnittes entstehen eine oder zwei 
berandete Polyederflächen?), zu deren Rändern außer den ursprüng- 
lichen Randkanten von F noch die zu z gehörigen Kanten der Dre 
ecke von F gehören. | 

Das Aufschneiden von F längs eines Rückkehrschnittes mit einem 
einzigen Ufer bringt eine einzige berandete Fläche zustande, deren 
Konturenzahl um eins größer ist, als die von F. Wenn der Rück 
kehrschnitt z zwei Ufer hat, entstehen durch Aufschneiden von F längs a 
zwei Flächen oder eine Fläche, die zwei Konturen mehr hat als FE. 

Eine Fläche heißt schlichtartig, wenn sie durch jeden Rückkehr- 
schnitt zerlegt wird. Auf einer schlichtartigen Fläche gibt es also 
keinen Rückkehrschnitt mit einem einzigen Ufer, so daß jede schlicht 
artige Fläche orientierbar ist. — Den Nachweis dafür, daß die Schlicht- 
artigkeit eine von der speziellen Dreiecksteilung der Fläche unab: 
hängige Eigenschaft der Fläche ist, brauchen wir laut $ 1 nur für den Fall 
der daselbst erklärten elementaren Transformation zu erbringen; dafüı 
ist es aber klar, daß die Fläche entweder in beiden Dreiecksteilungen 
schlichtartig, oder in beiden nicht schlichtartig ist. Sei etwa in Fig. 21 
dıe punktierte Linie k ein nicht zerlegender Rückkehrschnitt, deı 
außer den beiden Strecken a und b nur aus Kanten der ursprüng: 
lichen Dreiecksteilung besteht. Wir ersetzen die Strecken a und 
durch die Kanten a’, b’, oder wenn etwa a’ zu k gehört, lassen 


1) Für berandete Flächen setzen wir voraus, daß der Rückkehrschniti 
wenigstens eine innere Kante der Fläche besitzt. 

?2) Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, daß ein Polygon auf F 
ein oder zwei Ufer hat. 
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wir a, a und 5b fort und nehmen statt dessen b’, so entsteht ein 
Kantenzug k’; der gemeinsame Eckpunkt A von a’ und b’ kann dabei 
‚u vier Kanten von k’ gehören (wenn nämlich A bereits ein Eckpunkt 
von k ist und a’, b’ nicht zu k gehören). — KR’ besteht aus einem 
Rückkehrschnitt %,’, oder aus zwei Rückkehrschnitten k,’ und %,', die 
‚len einzigen Punkt A gemeinsam haben. Einer der Rückkehrschnitte 
IR, k, wäre dann ebenfalls ein nicht zerlegender Rückkehrschnitt, 
wie leicht einzusehen ist. R e 

Unter einem Querschnitt einer triangulier- 
‚en berandeten Fläche F verstehen wir einen 
us inneren Kanten bestehenden, sich selbst 
uicht schneidenden Weg, dessen Endpunkte 
»eide auf dem Rand der Fläche liegen. — Für 
ine schlichtartige berandete Fläche liegen 
‚lie gleichen Verhältnisse bezüglich der Zer- 
egung durch einen Querschnitt vor, die wir 
hei ebenen Bereichen kennen gelernt haben: 
in Querschnitt zerlegt dann und nur dann 
lie berandete schlichtartige Fläche F, wenn 
'eine beiden Endpunkte auf derselben Kontur 
on F liegen; in diesem Fall bildet nämlich 
er Querschnitt mit einem Teil der betref 
anden Kontur zusammen einen Rückkehr- 
chnitt, der die Fläche zerlegt. Liegen aber 
ie Endpunkte des Querschnittes auf zwei 
ierschiedenen Konturen, so bilden die an 
iner solchen Kontur anschließenden Drei- 
cke eine Dreieckskette, die von einer Seite 
es Querschnittes auf die andere führt. 

Sei F eine von einer einzigen Kontur berandete schlichtartige 
läche in einer gewissen Dreiecksteilung; wir bezeichnen sie als eine 
erandete Elementarfläche. Wir werden zeigen, daß F sich auf eine 
ıbgeschlossene) Kreisscheibe der Zahlenebene topologisch abbilden 
Bt. Sei n die Anzahl der Dreiecke von F; da die Behauptung für 
‚= 1 unmittelbar klar ist, setzen wir voraus, daß n >1 ist, und daß 
ie Behauptung für schlichtartige Flächen mit einer Kontur und weniger 
s n Dreiecken bereits nachgewiesen ist. Sei also A ein beliebiges 
'reieck von F, welches wenigstens eine Kante auf dem Rand von F 
at Wenn Ä\ auf dem Rand von F zwei Kanten hat, oder aber nur 
ne Kante, aber dann der dritte Eckpunkt von Ä\ nicht auf dem Rand 
m F liegt, so bleibt von F nach Fortlassung von A eine ebenfalls 
»n einer einzigen Kontur berandete schlichtartige Fläche übrig, die 
Is n — 1 Dreiecken besteht (die eine, bzw. die beiden im Innern der 
äche liegenden Seiten des Dreiecks A bilden nämlich einen Quer- 


Fig. 21. 
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schnitt); wir können dann F— A auf eine Halbkreisscheibe und das 
Dreieck A auf die andere Hälfte der Kreisscheibe abbilden (s. Fig. 22a), 
Wenn A nur eine Kante, jedoch drei Eckpunkte auf dem Rand von E 
hat, so entstehen (da jede im Innern der Fläche liegende Seite von A 
je einen Querschnitt bildet) aus 
F durch Fortlassung von A zwei 
aus weniger als n Dreiecken be 
stehende Flächen F), und F,, 
deren jede schlichtartig und von 
einer einzigen Kontur berandet 
ist; diese können wir also aul 
die Bereiche I und II der Kreis 
scheibe abbilden (s. Fig. 22b) und 
das Dreieck A auf das Kreis 
bogendreieck N’. Durch je eine 
topologische Abbildung der ein 
zelnen Bildbereiche auf sich 
Fig. 22b. können wir erreichen, daß die 
Abbildung von F auf der ge 
meinsamen Kante von zwei Teilflächen in beiden die gleiche ist, ‚wo: 
mit dann eine topologische Abbildung der Fläche F auf die Kreis 
scheibe entsteht. 

Eine von n Konturen berandete schlichtartige Fläche F werden 
wir auf einen von n Kreisen berandeten ebenen Bereich abbilden. 
Sind c,, C3,..., ce, die Kontu 
von F, so nehmen wir n fremde 
Querschnitte g,, 99 ++» 9: WM 
denen gq, die Konturen c, und «1 
verbindet (c„+1 = c,). Durch diese 
Querschnitte wird F in zwei 
Flächen F, und F, zerlegt; jede 
von ihnen hat eine einzige Kon 
tur, die außer den Querschnitten 
q, noch aus je einem Weg vor 
c, besteht. Nehmen wir anderer 
seits einen vom äußeren Rand 
kreis 0 und von den innerer 
Randkreisen t,', c,,...,c, 
randeten ebenen Bereich, un 
zerlegen wir ihn durch n Quer. 
schnitte in zwei Hälften (s. Fig. 23). Die Flächen F, und F, bilder 
wir auf die beiden Hälften des anlern ab, und zwar so, daf 
jede Kontur c, auf den Kreis c/, und jeder Querschnitt q, auf der 
entsprechenden Querschnitt des 'Kreisbereiches abgebildet wird, und 


Fig. 23. 
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ie Abbildung der gemeinsamen Teile von F, und F, in beiden die 
leiche ist. Jede berandete schlichtartige Fläche ist also einem ebenen 
yeisbereich homöomorph. 

Wir bemerken noch, daß jede schlichtartige geschlossene Fläche 
er Kugel homöomorph ist. Läßt man aus der geschlossenen schlicht- 
rtigen Fläche ein Dreieck fort, so bleibt eine berandete schlicht- 
rtige Fläche mit einer einzigen Kontur übrig; diese bilden wir auf 
ne Kugelhälfte, und das fortgelassene Dreieck auf die andere Kugel- 
älfte eineindeutig und stetig ab, und sorgen noch dafür, daß die Ab- 
dung auf dem Rand dieses Dreieckes in beiden Teilen übereinstimmt. 


Sei nun F eine triangulierte Polyederfläche; wir fassen mehrere 
‚reiecke zusammen, deren Gesamtheit eine berandete Elementarfläche, 
der wie wir jetzt kürzer sagen wollen, ein Element bildet. Sei F 
‚gendwie in solche Elemente zerlegt!), so daß jedes Dreieck der 
läche F zu einem und nur zu einem Element gehört. Diejenigen 
anten bzw. Eckpunkte der gegebenen Dreiecksteilung, die nicht zum 
nern eines Elementes gehören, bezeichnen wir als Kanten bzw. Eck- 
ankte dieser neuen Zerlegung; ihre Anzahlen seien bzw. «, und «,; 
1 ferner «, die Anzahl der Elemente bei dieser Zerlegung. Wir 
trachten die Zahl , — &, + %,- 

Wenn zuerst F eine Elementarfläche ist, so ist diese Zahl 
+1. Wir können F als einen von einem einzigen Poly- 
m berandeten ebenen Bereich E darstellen, welcher in ebensolche 
lygonbereiche BeeE. ski zerlegt ist Wir-werden..diesäpzäh- 
Ing der betreffenden Zahlen so machen, daß wir die Kanten und 
‚kpunkte der Teilung nacheinander anbringen. Zuerst nehmen wir 
n Rand von FE; die Anzahlen der auf dem Randpolygon von E 
"genden Kanten und Ecken sind gleich, und es liegt dabei ein ein- 
ges Element, nämlich E selbst vor, die bezügliche Zahl ©, — &, —+ 6, 
also für diesen Fall gleich 1. Sei nun E, ein Element, das wenig- 
ans eine Kante auf dem Rand von E hat. Der Rand von E, be 
Sht aus gewissen Wegen, die auf dem Rand von E liegen, und 
s anderen Wegen, die Querschnitte von E bilden. Ein solcher 


! 
| 


jaerschnitt bringt etwa «, neue Eckpunkte und also «’—=«a, +1 
ue Kanten zu den bereits gezählten hinzu, durch einen solchen 
aerschnitt werden aber aus dem einzigen Element EZ zwei Elemente 
tstehen; somit bleibt die Zahl «, — «, + «, bei Anwendung dieses 
\ıerschnittes ungeändert. So fortfahrend bekommen wir endlich die 
megung von E in die Elemente E ,E, ..., E,, und es stellt sich 


2) Insbesondere ist eine solche Zerlegung durch die ursprüngliche Drei- 
(zsteilung selbst gegeben, wobei also jedes Element aus einem einzigen 
leieck besteht. 
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heraus, daß bei dieser Zerlegung die Zahl @«, — «, + «, noch immk 
unverändert gleich 1 ist. Dies ist der sogenannte Eulersche Polyede 
satz. Daraus folgt insbesondere, daß bei einer Dreiecksteilung ein 
berandeten, Elementarfläche zwischen den Anzahlen «, &,, &, di 
Ecken, Kanten und Dreiecke die Beziehung «, — &, + «, — 1 besteh 

Wir können gleich die entsprechende Zahl &, — «, + «, für eir 
von n Konturen berandete schlichtartige Fläche bestimmen. Stelle 
wir F als einen ebenen Bereich dar, der vom äußeren Polygon 7 
und von den inneren Polygonen 7,,773,...,, berandet ist. W 
behalten die gegebene Zerlegung von F und fügen zu ihr die Innere 
VON 7, Ag, ...,7, als neue Elemente hinzu; so entsteht eine Ze 
legung des Innern von z, in «,+n — 1 Elemente mit «, Kanten un 
mit «&, Ecken, wobei «,, &,, &, die auf F beziehende Zahlen bedeute 
Wie wir eben gezeigt haben, ist dann @«, — 0, + (&, +r-1) 
also: & —&,+%,=2—n. — Wir bemerken gleich, daß für em 
geschlossene schlichtartige Fläche die Zahl «, — «&, + «, = 2 ist; ma 
läßt nämlich ein einziges Element aus der Fläche fort, so bleibt ein 
Elementarfläche übrig, die auf dieselbe bezügliche Zahl ist einersei 
gleich 1, andererseits um eins kleiner, als die auf die geschlossen 
Fläche bezogene Zahl ©, — &, + 6,- 

Sei endlich F eine beliebige Polyederfläche, die in einer gewisse 
Dreiecksteilung vorliegt. Längs gewisser Rückkehrschnitte, die at 
Kanten dieser Dreiecksteilung bestehen, schneiden wir die Fläche‘, 
auf, so daß eine schlichtartige Fläche entsteht. Wir nehmen eine 
ersten solchen Rückkehrschnitt z,, der die Fläche F nicht zerleg 
und schneiden längs desselben die Fläche auf; dabei entstehen @i 
oder zwei neue Ränder, je nachdem dieser Rückkehrschnitt auf F ei 
oder zwei Ufer hat. Dann nehmen wir auf der aufgeschnittene 
Fläche wieder einen nicht zerlegenden Rückkehrschnitt z, usw. Nac 
einer endlichen Zahl von Wiederholungen kommen wir zu Ende i 
dem Sinne, daß auf der längs der zusammen nicht zerlegenden Rücl 
kehrschnitte 7,, 77,, ..., z, aufgeschnittenen Fläche F’ jeder Rüdl 
kehrschnitt die Fläche F’ zerlegt, so daß also F’ schlichtartig ist. St 
r die Anzahl der Konturen von F, seien &,,&,,«, die Anzahl de 
Ecken, Kanten und Dreiecke der gegebenen Dreiecksteilung von 2 
und $, bzw. , die Anzahl derjenigen unter den Rückkehrschnitte 
Te, Agy +, 7, die ein bzw. zwei Ufer haben. Die schlichtaze 
Fläche F’hat dann »+9#, +27, Konturen. Die Anzahl «, der Dre 
ecke ist für die Flächen F und F’ die gleiche; ebenso ist die Differen 
&, — &, für F und F’ dieselbe; wenn wir nämlich F längs r, aufschneideı 
so kommen so viele neue Kanten und Eckpunkte zustande, wie 7 
Kanten bzw. Eckpunkte hat; die Anzahl der Eckpunkte von zz, 
gleich der Anzahl der Kanten von r,, so daß bei dem Aufschneide 
von F längs n, die Differenz «&,— «, ungeändert bleibt. Die Zal 
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0% +0, ist also für F dieselbe, wie für F’; für letztere, da sie 
Ehlichtartig ist, st „a, +,=2—(r+p,+2B,)- 

Andererseits bemerken wir, daß die Zahl «,—0e,-+.«, für F bei 
sder Dreiecksteilung von F dieselbe ist; es genügt dies wieder für 
ine elementare Transformation einzusehen; bei einer solchen nehmen 
ie Zahlen «,, &,, &, bzw. um 1, 3, 2 zu (oder wenn die Transformation 
in an den Rand anstoßendes Dreieck von F betrifft, um 1, 2,1); die 
ahl &, — «, —«, bleibt also ungeändert. Die Zahl — («,—«&, + «,) 
ıezeichnen wir als Charakterıstik der Fläche F. Zwei homöomorphe 
lächen haben dieselbe Charakteristik. 

Aus der erhaltenen Beziehung , — a, +,=2—(r+p,+2B,) 
olgt, daB «, — a, +a,=2— r nur für schlichtartige Flächen bestehen 
Bon, bei denen, ja 9, =, = 0 ist. 
Die obigen Rückkehrschnitte zz,» 


B.. 


., zt, können sich eventuell treffen, BB 

ir ersetzen sie deshalb durch andere 

olygone n,’, 71,,..., ı,, die einander 

ücht treffen. Wenn der Rückkehr- 

chnitt z, den Rand demlangsze. nes | | 

ufgeschnittenen Fläche trifft, so er- 

etzen wir jede in z, vorkommende 

Yandkante durch einen Weg, der ihre RS > 


jeiden Endpunkte ım Innern des zu 
lieser Kante gehörigen Dreieckes ver- 
sindet; dann ersetzen wir jeden auf 
lem Rand liegenden Eckpunkt des so 
‚ntstehenden Polygons und zwei hin- 
eichend kleine von ihm ausgehende Teilstrecken durch einen Weg, der 
hre verschiedenen Endpunkte verbindet und in einer kleinen Umgebung 
lieses Eckpunktes liegt (s. Fig. 24). Das so entstehende Polygon x,’, wel- 
ihes keinen Punkt auf dem Rand der längs UNE aufgeschnittenen 
Nläche hat, zerlegt diese Fläche ebenfalls nicht. Ebenso ersetzen wir den 
tückkehrschnitt z,_, durch ein in seiner Umgebung verlaufendes Poly- 
son 77._,, welches das Polygon z,’ nicht trifft und ganz im Innern der 
Angs 77,,..., 77, _, aufgeschnittenen Fläche liegt. Auf diese Weise fort- 
ahrend bekommen wir k einander nicht trefiende Polygone auf F, 
lie keinen Punkt auf dem Rand von F haben ‚und die zusammen die 
Mläche F nicht zerlegen. — Wir nehmen dann eine solche Dreiecks- 
eilung von F, in welcher diese Polygone als Kantenzüge auftreten. — 


1. Ist F orientierbar, so haben sämtliche Rückkehrschnitte 
Ben,,...,ıı, zwei Ufer, so daß 5%, =0 und 5, —=k ist; wir schreiben 
» — p, dann besteht die Formel | 

u t+,=2—-(2p-r). 


v. Ker&kjärtö, Topologie. 10 
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Die Zahl 9, die als Geschlecht der orientierbaren Fläche F bezeichne 
wird, ist die Maximalzahl der fremden Polygone auf F, die zusamme 
die Fläche F nicht zerlegen. Zugleich folgt aus dieser Beziehun; 
zwischen Charakteristik, Konturenzahl » und Geschlecht #, zusamme: 
mit der Unabhängigkeit der Charakteristik von der speziellen Dreiecks 
teilung, daß es zu je p — h (h > 0) fremden zusammen nicht zerlegendeı 
Polygonen wenigstens ein solches fremdes Polygon gibt, welches mi 
diesen Polygonen zusammen die Fläche F nicht zerlegt. 

Schneiden wir die orientierbare Fläche F, vom Geschleht 2, läng 
p fremder, zusammen nicht zerlegender Rückkehrschnitte 77,, 775, »- -, 2 
auf, so entsteht eine schlichtartige Fläche F’ mit 2% — r Konturen, we 
bei r die Anzahl der Konturen von F bedeutet. Jedem Rückkeht 
schnitt z, entsprechen zwei Konturen von F’, die wir mit zn," und 
z, bezeichnen. Aus der Fläche F’ bekommen wir die Fläche | 
zurück, wenn wir immer zwei entsprechende Punkte der Konturei 
z,' und z,” miteinander identifizieren. Bei einer Indikatrixbestimmung 
von F kommen den beiden Ufer 
r,' und z,” von z, die beidä 
entgegengesetzten Richtungen ıı 
bezug auf z, zu. Die Fläche E 
bilden wir auf einen von 2: 
Kreisen (k,, Bi: un Rp LE I, 
l,,...., 1,) berandeten unbeschränk 
ten ebenen Bereich topologisch a 
so daß ein beliebig gewählte 
Punkt der Fläche F’ in den unend 
lich fernen Punkt übergeht; seien k, und %, die Bilder von z,* und m; 
und I, 2,, ..., 2, die Bilder der Konturen von F. Aus diesem ebeneı 
Bereich bekommen wir die Fläche F, wenn wir je zwei Punkte voı 
kr, und k/, die demselben Punkt von z,, d. h. zwei solchen Punkter 
von zz,' und z, entsprechen, die auf der Fläche F denselben Punk 
darstellen, miteinander identifizieren und diesen Punkten als Umgebung 
die Vereinigung zweier Halbumgebungen der betreffenden Punkte zu 
schreiben. Bei dieser Identifizierung der Randkreise k, und k; ent 
spricht immer einem Umlaufssinn von k, der entgegengesetzte Um 
laufssinn von k/. Will man sich über diese Identifizierung ein Bil 
verschaffen, so nehme man zuerst statt der Ebene die Kugelflächt 
vor, auf welcher der Kreisbereich liegt, ordne auf derselben die Kreise 
k, und %$, derart, daß sie in bezug auf den Äquator symmetrisch 
liegen, und endlich biege man eine Zylinderfläche an diese beider 
Kreise heran und vereinige sie längs dieser Randkreise mit der FläciE 
(s. Fils, 2ps0 207 u), | 

Seien F, und F, zwei orientierbare Flächen von gleichem Ge 
schlecht 5 und mit ‚gleicher Konturenzahl ». Wir stellen F, als einer 
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ınbeschränkten ebenen Bereich mit 2% -+r Kreisrändern (R;  - 
Yp R, 51, lg, ...,2,) dar, wobei für die Randkreise k, und %, eine Hden 
aufssinn UNkEhBERHE Identifizierung bestimmt ist. Der IBERE pr 
ntspricht ein ebensolcher ebener Bereich. Diese beiden Bereiche 
xönnen wir eineindeutig und stetig aufeinander abbilden, so daß jedem 
Saar von identifizierten Kreisen des einen Bereiches ein ebensolches 
Xreispaar des anderen Bereiches entspricht, und zwar so, daß zwei 
niteinander identifizierte Randpunkte des einen Bereiches wieder in 
in solches Punktpaar übergehen (s. II $ 2). Dadurch wird also auch 
'wischen den Flächen F, und F, eine topologische Beziehung er- 
alten. Andererseits ist für zwei homöomorphe Flächen die Konturen: 
'ahl offenbar gleich, und wie wir schon bemerkt haben, auch die 
Sharakteristik, so daß sie auch gleiches Geschlecht haben. .Das hier- 
nit erhaltene Resultat pflegt man als Hauptsatz der Flächentopologie 
‚u bezeichnen. 


Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß zwei 
‚rientierbare Polyederflächen homöomorph sind, besteht darin, daß sie 
‚leiches Geschlecht und gleiche Konturenzahl haben. 


| 2. Für nichtorientierbare Flächen besteht zwischen der Charakte- 
istik — (&, — &, + @,), der Konturenzahl > und der Anzahl p, bzw. #, 
er ein- bzw. zweiufrigen Rückkehrschnitte, die einander nicht kreuzen 


eh 2ih,): 


Die Zahl p=p,+2P, bezeichnen wir als Geschlecht der Fläche F, 
\\e ist die Maximalzahl der fremden, die Fläche F zusammen nicht 
arlegenden Rückkehrschnitte. Diese Maximalzahl kann immer er- 
\icht werden, d.h. es gibt immer 5 (notwendig einufrige) fremde 
‚ückkehrschnitte, die zusammen die Fläche nicht zerlegen. Setzen 
ir nämlich voraus, daß der Rückkehrschnitt z, ein einziges Ufer 
ad ein anderer Rückkehrschnitt, etwa 7T,, Zwei VRR, hat, so können 
ir z, und x, durch drei andere Rückkehrschnitte Au en 7u. ersetzen, 
‚eren jeder ein einziges Ufer hat und die mit va ihnen RE 
ückkehrschnitten nen, züsammen die Fläche F in eine 
‘hlichtartige Fläche verwandeln. Dies geschieht folgendermaßen: 
ir ziehen einen zu rn, konjugierten Rückkehrschnitt r,, d.h. einen 
»ichen, der z, in einem Punkte P trifft und von einem Ufer von z, 
‚ıf das andere führt ohne sonst DU RESTE NIT ZU treffen. Ferner 
shmen wir zwei einfache Linien /,, /,, die P mit einem Punkt QO 
nz, verbinden, in diesem Punkt auf verschiedenen Seiten von 7, 
jamünden und 7, , 71,, ..., 72, sonst nicht treffen. Den Rückkehrschnitt 
\ konstruieren wir derart, daß wir zuerst auf einem Ufer von z, um 
10* 
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x, herumgehen, dann auf dem anschließenden Ufer von /, entlang bi 
zu zx,, dann von dem Punkt Q bis zum selben Punkt nahe bei z, 
so daß wir von einer Seite von z, bei Q auf die andere um 
also von der Linie /, zu der Linie /, kommen, und endlich geheı 
wir längs der Linie /, bis zu z, zurück '(s. die gestrichelte Linis 
auf Fig. 26). Ähnlich konstruieren wir die Rückkehrschnitte x,’ und 7, 
aus a, bzw. n,—+n, und aus den Linien ],, ,, l, (punktierte bzw 
strichpunktierte Linie auf Fig. 26). Jeder der entstehenden Rückkehr 
schnitte 7,5, ,', zn, hat ein einziges Ufer, sie treffen die Rückkehr 
schnitte 77,, 7%,, ..., 7, nicht, und die Anwendung der Rückkehrschnitt: 
A Ays Ag Ag, Ayy..., a, macht F zu einer schlichtartigen Fläche, wa 
wir aus der obigen Relation, — +, =2—(r+(df, +2)+2(f,— 
erkennen. — Auf die gleiche Weise fortfahrend bekommen wir end 


Fig. 26. | | 


| 
lich # fremde Rückkehrschnitte, die wir wieder mit n,,72,,..», 7, bi 
zeichnen, deren jeder ein einziges Ufer hat, und die zusammen di 
Fläche F in eine schlichtartige Fläche F’ verwandeln. — Die Fläche 2: 
hat + r Konturen, von denen » die Konturen von F, und 9 die UÜfe 
der Rückkehrschnitte sind. Einem Rückkehrschnitt z, entspricht au 
F' eine solche Kontur $k,, die jede Kante von z, zweimal un 
beide Male in der gleichen Richtung enthält; aus %, entsteht , di 
durch, daß wir, indem wir k, in geeigneter Weise als eine Kreislini 
darstellen, je zwei diametral gegenüberliegende Punkte von %k, mi 
ander identifizieren. — Die Fläche F’ bilden wir auf einen von + 
Kreisen asary. io. & Rn; ls gs »..,2,) berandeten ebenen Bereich 
so daß die Kreise /, den ursprünglichen Konturen von F und di 
Kreise k, den Rückkehrschnitten z, entsprechen. Aus diesem Bereic 
entsteht die Fläche F dadurch, daß wir auf jedem Kreis k, di 
diametral gegenüberliegenden Punkte identifizieren. — Aus. diese 


Normaldarstellung von F als ebener Bereich mit den angegebene 


| 
| 
| 
| 
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Identifizierungen der Randpunkte können wir wieder ersehen, daß zwei 
nichtorientierbare Flächen, für, welche die Zahlen $ und r überein- 
stimmen, homöomorph sind. So können wir den Hauptsatz der Flächen- 
topologie für Polyederflächen endgültig folgendermaßen aussprechen: 


| Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß zwei 


‚Polyederflächen homöomorph sind, besteht in der Übereinstimmung 
‚der folgenden drei Angaben: 


1. Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit; 
2. Anzahl der Konturen; 
3. Geschlecht. 


An die Stelle des Geschlechtes oder der Konturenzahl kann eben- 
sogut die Charakteristik der Fläche treten, da jede dieser Zahlen 
durch die beiden anderen bestimmt ist. — In diesem Satz ist ent- 
halten, daß die topologisch verschiedenen Polyederflächen eine ab- 
Mhbare Menge bilden. 


| Betreffs der nichtorientierbaren Flächen bemerken wir noch, daß 
es möglich ist, auf jeder nichtorientierbaren Polyederfläche F einen 
\einzigen Rückkehrschnitt x anzugeben, so daß die längs n auf- 
geschnittene Fläche orientierbar ist. Zu diesem Zwecke schneiden 
‚wir die Fläche F längs 5 fremder einufriger Rückkehrschnitte 
m, 7,, ...,7z, auf und erhalten so eine schlichtartige Fläche F’; auf 
IE nehmen wir  — 1 einander nicht treffiende Wege L,1,,..., RE 
‚von denen /, die den Rückkehrschnitten z, und z,,, entsprechenden 
Konturen von F’ verbindet und sonst den Rand von F’ nicht trifft. 
"Wir nehmen zwei nahe bei /, verlaufenden Linien 7,” und I,” auf 
verschiedenen Seiten von 2,, die ebenfalls die Konturen z, und z, 
verbinden und aus der Fläche F’ eine 2, enthaltende, von den übrigen 
‚Linien In DR, freie Elementarfläche abtrennen. Die auf dem 
‚Rand dieser Elementarfläche liegende Kante der z, entsprechenden 
‚Kontur von F’ identifizieren wir mit derjenigen Kante derselben 
‚Kontur, die mit der ersten auf dem Rückkehrschnitt nz, zu- 
sammenfällt, und zwar so, daß die ursprünglich einander entsprechen 
‚den Punkte wieder zusammenfallen. Machen wir dasselbe mit zz, 
und schneiden wir die Fläche längs der Linien 2’ und I,” auf, so 
entsteht eine Fläche F”, die ebenso wie die Fläche F’ orientierbar 
st; die beiden zu z, gehörigen Randkanten von F’, die auf F” in 
einer inneren Kante zusammenfallen, sind auf F’ in bezug auf einen 
‚Umlauf um r, gleich gerichtet, ebenso die beiden zu x, gehörigen 
Kanten; indem wir die dem durch 2,’ und 2,” von F’ abgetrennten 
Element bei einer Indikatrixbestimmung von F’ zukommende Indikatrix 
durch die entgegengesetzte Indikatrix ersetzen, erhalten wir eine In- 
dikatrixbestimmung auf F”, die bei den zu z, und z, gehörigen 


Kanten den beiden anschließenden Flächenteilen zusammengehörige 


-—. 
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Indikatrizes erteilt. — Statt der beiden Rückkehrschnitte z, und z 
nehmen wir also den Rückkehrschnitt =’, der der von F’ verschiedi 
nen Kontur von F” entspricht und der aus Stücken der Rückkehr. 
schnitte z,, zz, und ferner aus den Linien /,/’, \” besteht. — Mit dd 
Rückkehrschnitten =, 7,, 72,4, :.», r, auf die gleiche Weise fortfahrend 
bekommen wir endlich einen solchen Rückkehrschnitt z, daß die 
längs rn aufgeschnittene Fläche eine eindeutige 
zuläßt, also orientierbar ist. Dieser Rückkehrschnitt z ist ein- bzw. 
zweiufrig, je nachdem das Geschlecht 5 von F ungerade bzw. gerade, 
ist, wie aus der Beziehung wa, +,=2—-(r+,+23,) zu er 
kennen ist. 


Endlich wollen wir eine ebenfalls oft benutzte Invariante der 
(orientierbaren oder nichtorientierbaren) Polyederflächen erwähnen, 
die als 2 — (a,— «, + «,)=2- definiert werden kann und als Zur 
sammenhangszahl!) der Fläche bezeichnet wird. — Für berandete 
Flächen hat sie die Bedeutung, daß man die Fläche F durch z — | 
sukzessive Querschnitte in eine Elementarfläche verwandeln kann. Für 
schlichtartige Flächen ist z der Anzahl der Konturen identisch. Für 
eine berandete Fläche vom Geschlecht 5 >0 kann man zuerst 9 
fremde Rückkehrschnitte angeben, die die Fläche in eine schlichtartige 
Fläche verwandeln. Jeden dieser Rückkehrschnitte x, ersetzen wir 
durch einen Querschnitt, indem wir (wie oben) zwei Punkte von m. 
durch zwei nahe beieinander verlaufende Wege 1,’ und 7,” (die 
a, 70, 2er SONSLUIICHL treffen) mit zwei Punkten einer Kontur 
von F verbinden und dann eine Kante von z, durch die beiden 
Linien /,’ und 2,” ersetzen; der so entstehende Querschnitt g, zerlegt 
dierklache F’ zusammen mia, su, 7, nicht und die Fläche wird 
durch Aufschneiden längs der Linien 1» Ags Mgs -.+, 7%, ZU einer schlicht 
artigen Fläche gemacht. q, vermehrt die Konturenzahl von F oder 
laßt sie ungeändert, je nachdem F orientierbar oder nichtorientier- 
bar ist. — Ersetzt man auf die gleiche Weise jeden Rückkehrschnitt 
x, durch je einen Querschnitt g,, der keinen der anderen trifft und 
abgesehen von seinen Endpunkten (die beide auf der gleichen Kontur 
von F liegen) im Innern der Fläche F verläuft, so entsteht durch 
Aufschneiden längs der Querschnitte q; aus F eine schlichtartige | 
Fläche, die »-—-# bzw. r Konturen hat, je nachdem F orientierbar 
oder nichtorientierbar ist. Diese schlichtartige Fläche können wir 
durch Anwendung von weiteren » 4-5 — 1 bzw. r — 1 Querschnitten 
in eine Elementarfläche verwandeln. Somit ist die Zusammenhangszahl 
2=2p-+-r im Falle von berandeten orientierbaren Flächen, z=P 7 


| 
| 


ı) Für geschlossene Flächen pflegt man auch die um eins, vermehrte Zu- 
sammenhangszahl als Grundzahl oder Zusammenhangszahl zu bezeichnen. 


a a EEE er 
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m Falle von berandeten nichtorientierbaren Flächen erkannt als die um 1 
ermehrte Zahl der Querschnitte, die die Fläche in eine Elementarfläche 
iberführen. 

| S 4. Normalformen. 


' Die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Normalformen für Poly- 
‚derflächen stellen wir hier nochmals zusammen. 
' Eine orientierbare Fläche vom 
Seschlecht p und mit » Konturen 
ird dargestellt durch eine mit 
Ienkeln und x Löchern versehene 
fugelfläche (s.Fig.27, 9 = 2, r—=4), 
‚ine nichtorientierbare Fläche vom 
jeschlecht p und mit 7 Konturen 
ls eme Kugelfläche, versehen mit 
Löchern und # Kreuzhauben!) 
29, p=2, r=3), .oder 


| 
‚uch als eine Kugelfläche mit » Löchern und 


3) gedrehten Henkeln, 


u denen noch eine Kreuzhaube hinzutritt, wenn das Geschlecht # 
ngerade BEN FEREN e 

' Für berandete Flächen erwähnen wir noch die folgenden be- 
\annten Normalformen. — Zu einer Kreisscheibe k fügt man gewisse 
Wrücken hinzu von den folgenden drei Arten: 1. Einfache ungedrehte 
rücke; man nehme ein langes schmales Rechteck (abcd) und biege 
's an die Kreisscheibe heran, so daß die Kanten ab und cd mit je 


inem Bogen des Kreises identifiziert werden und die zyklische Reihen- 


| Fig. 28a. Fig. 28b. 


»lge dieser vier Punkte auf dem Kreis mit ihrer Reihenfolge auf dem 
‚and des Rechteckes übereinstimmt. Durch Hinzufügung einer ein- 
chen ungedrehten Brücke entsteht aus der Kreisscheibe eine schlicht- 


‚tige Fläche mit zwei Konturen; eine von diesen Konturen bezeichnen 


| !) Eine Kreuzhaube entsteht folgendermaßen: man nimmt eine Halbkugel, 
‚/hneidet längs eines Kreisbogens acb auf (s. Fig.28a) und identifiziert auf dem 
ııtstehenden Rand den Bogen ac’ mit bc und den Bogen ac mit bc’, so daß 
| mit 5 und c mit c’ zusammenfällt (s. Fig. 28b). 

| ?2) Bei ungeradem p können wir gewöhnliche Henkeln anwenden. 


[ 
# 
| 
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wir als Hauptkontur, die andere als Nebenkontur. Nehmen wir mehrere 
einfache ungedrehte Brücken nacheinander von der Art, daß die zweite 
Brücke auf der durch die erste Brücke bestimmte Hauptkontur ein 
mündet, dann die dritte wieder auf der durch die beiden erster 


Brücken bestimmten Hauptkontur usw. Nach Anwendung von y —! 
solchen Brücken entsteht eine schlichtartige Fläche mit x Konturer 
2. Eine Doppelbrücke besteht aus zwei einfachen ungedrehten Brücker 
von denen die zweite die beiden durch die erste bestimmten Kor 
turen (Haupt- und Nebenkontur) miteinander verbindet. Die Ar 
fügung einer Doppelbrücke vermehrt das Geschlecht um 1 un 
läßt die Konturenzahl ungeänder 
3. Eine gedrehte Brücke entsteh 
so, daß man das Rechteck (abca 
derart an den Kreis heranbieg 
daß nach Identifizierung der Kai 
ten ab und cd mit je ein 
Kreisbogen die zyklische Anort 
nung dieser Punkte auf der Kreis: 
linie (abdc) ist. Durch At 
fügung einer gedrehten Brück 
entsteht eine nichtorientierbar 
Fläche, die Konturenzahl bleit 
dabei ungeändert, während da 
Geschlecht um 1 zunimmt. 

Demgemäß ist die Form für eine orientierbare Fläche vom Ge 
schlecht $ und mit » Konturen die Kreisscheibe versehen mit r — 
aufeinander folgenden einfachen ungedrehten Brücken und mit 
Doppelbrücken (s. Fig. 3la, »=3, p=2). Für nichtorientierbar 
Flächen nimmt man zuerst »— 1 ungedrehte Brücken und dan 
d. gedrehte Brücken. {Ss Eigi3ub Br He). 
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Aus den obigen Normaldarstellungen geht es zugleich hervor, 
daß im dreidimensionalen Raume sich jede berandete und jede 
orientierbare Fläche (ohne Selbstdurchdringungen) verwirklichen läßt. 
Mit andern Worten: es gibt zu jeder berandeten und zu jeder orien- 
ierbaren Fläche eine als räumliche Punktmenge ihr homöomorphe 
*läche im dreidimensionalen Raum. — Für geschlossene nichtorien- 
ierbare Flächen haben wir keine solche Darstellung bekommen; in 
ler Tat werden wir später sehen, daß jede geschlossene Fläche im 
dreidimensionalen Raum orientierbar ist. Wohl läßt sich aber im vier- 
‚limensionalen Raum eine singularitätenfreie (d. h. sich selbst nicht 
;chneidende) Fläche angeben, die eine nichtorientierbare geschlossene 
*läche vom Geschlecht # darstellt. Nehmen wir etwa die Darstellung 
der Fläche als eine Kugelfläche mit # aufgesetzten Kreuzhauben. Auf 


Fig. 3la. Fig. 31b. 


einer der Kreuzhauben nehmen wir ein Rechteck, welches die singu- 
äre Linie enthält und nach dessen Fortlassung die aus der Kreuz- 
aaube übrigbleibende Fläche singularitätenfrei ist. In diesem Recht- 
sck erklären wir eine eindeutige stetige reelle Funktion, die auf 
seinem Rand verschwindet und in jedem inneren Punkt des Recht- 
sckes positiv ist. Sei P ein beliebiger Punkt dieses Rechteckes, 
f(P) der zugehörige Funktionswert und seien (x, y, 2) die Koordi- 
aaten des Punktes P. Wir ersetzen P durch denjenigen Punkt des 
ierdimensionalen Raumes, dessen Koordinaten (x, y,z, f(P)) sind. 
— Indem wir mit den anderen Kreuzhauben ähnlich verfahren, be- 
xommen wir eine singularitätenfreie geschlossene Fläche im vier- 
dimensionalen Raum, die nichtorientierbar ist und das Geschlecht 9 hat. 


Das Aufschneiden einer Fläche längs der Rückkehrschnitte 
xönnen wir am bequemsten aus den Normalformen ablesen. Zuerst 
Jehandeln wir wieder die Darstellung der Flächen als Kreisbereiche 
n der Ebene, deren Ränder gewissen Identifizierungen unterworfen 


154 IV. Polyederflächen. 


sind. Im Fall einer orientierbaren geschlossenen Fläche vom Ge 
schlecht # und mit » Konturen hat man einen unbeschränkten ebener 
Kreisbereich, der von 2 miteinander paarweise mit umgekehrtem 
Umlaufssinn identifizierten und x weiteren Kreisen berandet ist; zu 
jedem Rückkehrschnitt der gegebenen Fläche, der einem solcher 
identifizierten Kreispaar entspricht, nehmen wir einen konjugierter 
Rückkehrschnitt, der von einem Ufer des Rückkehrschnittes auf das 
andere führt, ohne sonst die Rückkehrschnitte zu treffen; demselben 
entspricht im ebenen Bereich ein Querschnitt, der zwei entsprechende 
Punkte der aufeinander bezogenen Kreise innerhalb vom Bereich ver. 
bindet. Schneiden wir die Fläche längs der so erhaltenen Rückkehr. 
schnittpaare auf, so können wir die Fläche als einen ebenen Bereich 
darstellen, der von » den Konturen der gegebenen Fläche entsprechen. 


Fig. 32a. 


den Kreisen und außerdem von p Rechtecken mit identifizierten 
gegenüberliegenden Seiten (wobei immer kongruente Punkte miteinander 
identifiziert werden) berandet ist. | 

Eine andere Zerschneidung der Polyederflächen bietet ein kano- 
nisches Schnittsystem dar. Eine orientierbare Fläche F vom Ge 
schlecht $ und mit » Konturen stellen wir als eine mit $ Henkeln und 
r Löchern versehene Kugelfläche dar. Von einem Punkt O der Kugel. 
fläche aus legen wir Rückkehrschnittpaare (a,, b,), von denen a, entlang 
des i-ten Henkels und b, quer durch denselben Henkel läuft (s. Fig. 32a), 
Ferner legen .wir r Linien },,2,,:..,i„ von O nach je ‚einer :Kons 
der Fläche, in der Weise, daß bei einem Umlauf um den Punkt O die 
Reihenfolge dieser Linien die folgende ist: (a, b,,@,, 51, Ag» Da, Ay, Das» « 
A,; b 4,» b,; ls la, ...,2,)., Diese Linien bilden zusammen ein kano- 
nisches Schnittsystem auf der orientierbaren Fläche F. Schneidet man 
die Fläche längs desselben auf, so entsteht eine von einer einzigen 
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‚ontur berandete schlichtartige Fläche, welche wir als einen ebenen 
‚ereich darstellen, mit einem aus 45 + 3r Kanten zusammengesetzten 
‚olygon als Rand. In Fig. 32b stellen wir dies für den Flp=2,,r—=3 
ar; die Kanten a; bzw. a; entsprechen den beiden Ufern von a;; 
‚e sind mit entgegengesetzten Richtungen aufeinander bezogen; ebenso 
“ und b;. Die Kanten /; und /5 entsprechen den Linien /, von F 
nd die Kanten c, den Konturen der Fläche F. Diesen Polygon- 
jereich (der als Fundamentalpolygon bezeichnet wird) mit den an- 
‚egebenen Identifizierungen der Kanten können wir als einen Repräsen- 
ınten der orientierbaren Flächen vom Geschlecht 5 und mit » Konturen 
ısehen. 

. Für nichtorientierbare 
lächen führen wir die 
ıtsprechende Zerschnei- 
ıng ähnlich durch. Sei 
das Geschlecht und r 
e Konturenzahl der 
chtorientierbaren Flä- 
ie F. Wir stellen F 
s ene mit 5 Kreuz- 
auben und » Löchern 
rsehene Kugelfläche 
ır. Von einem Punkt O 
gen wir über jede 
reuzhaube einen ein- 
rigen Rückkehrschnitt 2 = 3 

Ayy..., ld, und nach C, L, 

der Kontur F eine Fig. 32b. 

nie le... 200: DIE 

‚sihenfolge dieser Linien bei einem Umlauf um den Punkt O sei 
1; Q > Ag Ag, A 5 hy das «- l,). Diese Linien zusammen bilden 
1 Ranonisches Schnittsystem der nichtorientierbaren Fläche F. Die 
ags dieser Linien aufgeschnittene Fläche ist eine von einer einzigen 


ontur berandete schlichtartige Fläche. Wir stellen sie als einen ebenen 
„reich dar, dessen Rand ein aus 25 + 3r Kanten bestehendes Polygon 
| In Fig. 33 wird der Fall 9=2,r=3 dargestellt; die Kanten 
N und a,” werden mit den angegebenen Richtungen miteinander iden- 
jiziert, ebenso die Kanten /,* und 1,”. Der Polygonbereich mit den 
gegebenen Identifizierungen der Randkanten ist ein Repräsentant der 


Ichtorientierbaren Flächen vom Geschlecht p mit r Konturen. 


| 
| 


Wir bringen noch einige Bemerkungen über Systeme von ge- 
‚alossenen stetigen Kurven auf einer Polyederfläche. Sei y eine ge- 
‘hlossene stetige Kurve auf der Fläche F, die sich aus einer end- 
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lichen Anzahl von einfachen Bögen zusammensetzen läßt. Sei ferne 
ein kanonisches Schnittsystem auf F gegeben, das aus 5 Rückkeh 
schnittpaaren (a,, b) und » Linien /, besteht, wenn die Fläche ; 
orientierbar ist, und aus 
einufrigen Rückkehrschnitte 
a, und r Linien /,, wenn; 
nichtorientierbar ist. — Wi 
setzen voraus, daß die Kurv 
y diese Schnittlinien nur i 
endlich vielen Punkten triff 
was durch eine beliebig klein 
Abänderung der Kurve y z 


erreichen ist. | 

€) ©) Stellen wir die kanonisc 

> aufgeschnittene Fläche a 

einen Polygonbereich dar, s 

Fig. 33. entspricht der Kurve y ein 

endliche Anzahl von Böge 

in dem Polygon, deren Endpunkte auf dem Rand liegen und paarweis 
einander entsprechen. Nehmen wir einen solchen Bogen b mit de 
Endpunkten P,O. Wenn P nicht in einen Eckpunkt des Polygor 
E fällt, so sei P’ der ihm en 

sprechende andere Ran 
punkt des Polygons, welch 
mit P auf F zusammenfäll 
und b’ der mit b in diese) 
Punkt zusammenhängend 
Teilbogen von y, der 4 
gesehen von seinen Em 
punkten im Polygoninnei 
verläuf. Wir unterziehe 
einen Teilbogen von 5b ein« 
stetigen Deformation, d 
seinen Endpunkt auf derse 
ben Polygonseite in eine 
Endpunkt dieser Seite übe 
führt. Gleichzeitig nehme 
wir eine stetige Abänderun 
Fig. 33b. des entsprechenden En 

punktes von b’ und eim 

Teilbogens von b’ vor, so daß in jedem Moment dieser Deformation dı 
Endpunkt des einen Bogens b dem Endpunkt des anderen Bogens b’ laı 
der Identifizierung der Randpunkte entspricht. Dieser Deformation er 
spricht eine stetige Deformation der Kurve y auf der Fläche F. Auf die: 
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Veise fortfahrend können wir die Kurve y so deformieren, daß sie die 
inien des kanonischen Schnittsystems nur in dem gemeinsamen 
unkt O sämtlicher Rückkehrschnitte trifft. Im Polygon entspricht 
ieser Kurve eine endliche Anzahl von Bögen, deren jeder zwei Eck- 
unkte des Polygons verbindet. Jeden solchen Bogen deformieren 
ir stetig auf den einen oder den anderen durch die Endpunkte des 
ogens auf dem Polygon bestimmten Teil des Polygons. So erhalten 
ir endlich eine Kurve auf der Fläche F, die eine kanonıische Kurve 
t, d.h. die sich aus einer endlichen Anzahl von Linien des kano- 
ischen Schnittsystems zusammensetzt. — Ähnlich ergibt sich, daß 
"de geschlossene stetige Kurve, deren Anfangs- und Endpunkt im 
‚emeinsamen Punkt O der Rückkehrschnitte liegt, durch eine den 
ınfangs- und Endpunkt der Kurve festhaltende stetige Deformation in 
ine kanonische Kurve übergeführt werden kann. 


Das Fundamentalsystem von Kurven modifizieren wir aus dem 
\anonischen Schnittsystem derart, daß wir jede Linie l,, die das Zen- 
um OÖ des Schnittsystems mit einer Kontur von F verbindet, durch 
‚ine von O ausgehende und dahin zurückkehrende einfache geschlossene 
Kurve c, ersetzen, die die Linie }, von dem übrigen Teil des Schnitt- 
ystems trennt. Das Fundamentalsystem besteht aus den Rückkehr- 
chnittpaaren a,, b,;..-; A, ” und den Rückkehrschnitten c,, c,, -.-, C, 
ın Fall der orientierbaren Flächen und aus den einufrigen Rückkehr- 
‚hnitten A]> Agy ...,@, und den weiteren Rückkehrschnitten c,, c,, ..., C, 
ın Fall der nichtorientierbaren Flächen. Im ersteren Fall ıst die Kurve 


et —-1,—1 —1,—1 
41014101. Qabada da...:.Q,0pQ5: Da C, Case sC 


2 


‚omotop Null, d.h. auf einen Punkt zusammenziehbar, da sie nämlich 
inem vollen Umlauf um das Fundamentalpolygon entspricht und daher 
ın Polygoninnnern auf einen Punkt zusammenziehbar ist. Ebenso be- 
«eht bei nichtorientierbaren Flächen für die Kurven des Fundamental- 
ystems die Homotopie 


Ba A SC3G RS) 
A 2 ng zog PrID . 


‘ Als Beispiel nehmen wir die Torusfläche. Nehmen wir als Fun- 
'amentalkurven einen Meridiankreis « und einen Parallelkreis 5, die 
ıı den Toruskoordinaten (p, y) ausgedrückt =0 bzw. y=0 ent- 
\prechen. Für diese Kurven bestimmen wir je einen positiven Um- 
wufssinn, etwa den wachsenden Koordinaten entsprechenden. Die im um- 
'ekehrten Sinne beschriebenen Kurven bezeichnen wir mit a !,b-t, 
‚Ss besteht die Homotopie 


Deere mameabrs da. 


- Eine beliebige geschlossene stetige Kurve y auf der Torusfläche 
Önnen wir durch eine stetige Deformation auf der Fläche in eine 


158 IV. Polyederflächen. | 
kanonische Kurve überführen, die wegen der Vertauschbarkeit von | 
und 5b, d.h. wegen der Homotopie abre ba in der einfachen Fort 
a”b” geschrieben werden kann. Betrachtet man die Änderungen de 
Koordinaten (9, y) bei einem Umlauf um die Kurve y: PA) (O<A< 1 
und bezeichnet mit (0), y(0) bzw. @(1), w(1) die den Paramete| 
werten Q und 1 entsprechenden Koordinaten des gemeinsamen Anfang: 
und Endpunktes P(0)=P(1) von y, so sind die Differenzen 
v(i)— y(0), (1) — Y(0) ganzzahlige Vielfache 2mn bzw. Zn vo 
27. Diese ganzen Zahlen m und n sind eben die Exponenten, die i 
der kanonischen Darstellung der Kurve yrya”b” auftreten. 


Als ein zweites Beispiel sei die projektive Ebene erwähnt; wenn 
einen einufrigen Rückkehrschnitt bedeutet, besteht die Homotopi 


a’r 0, während a selber nicht homotop O ist; das Fundamentalsyster 
besteht aus der einzigen Kurve a. 


S 5. Überlagerungsflächen. 


Seien F und F zwei triangulierte Polyederflächen, die in der fo 
genden Beziehung zueinander stehen: | 

Jedem Dreieck A von F ist ein Dreieck A von F zugeordne 
durch eine topologische Abbildung von /\ auf X, bei der den Eckpunk 
ten und Kantenpunkten von /A\ die Eckpunkte bzw. die Kantenpunkt 
von A entsprechen. Zwei Dreiecken A, und As, die einen Eckpunk 
oder eine Kante gemeinsam haben, entsprechen zwei solche Dre 
ecke A, und A,, die ebenfalls einen Eckpunkt bzw. eine Kante ge 
meinsam haben; auf der gemeinsamen Kante von r® und Na ist di 
Abbildung auf die gemeinsame Kante von A, und A, in beide 
Dreiecken dieselbe Sind A, und A, zwei ea Dreieck 
von F, und ist A, ein beliebiges dem Dreieck A, entsprechende 
Dreieck von F, so soll es ein (und nur ein) Dreieck A, von] 
geben, welches dem Dreieck A, entspricht und mit A, benachbart is 

Wir sagen dann, daß F eine Überlagerungsfläche von F darstell 
und bezeichnen einen Punkt P von F, der dem Punkt P von F en! 


spricht, als Spurpunkt von P; vom Punkt P sagen wir, daß er übe 
dem Punkt P von F liegt. | 

Die Überlagerungsfläche F hat über F keinen relativen | 
d.h. es gibt keinen inneren Punkt von F, über welchem ein Rand 
punkt von F liegt. Jeder Punkt von F, der über einem Randpunk 


von F liegt, ist ein Randpunkt von F. 


Aus den obigen Darlegungen folgt, daß über jedem Dreieck / 
von F die gleiche Anzahl von Dreiecken NO AO, ..., AP von 
liegt; diese Zahl n bezeichnen wir als Blätterzahl der Überlagerung: 
fläche. 
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Eine Überlagerungsfläche einer orientierbaren Fläche ist auch 

;elber orientierbar; eine Indikatrixbestimmung der Grundfläche über- 
rägt sich in natürlicher Weise auf die Überlagerungsfläche. 
Sei A ein beliebiger Eckpunkt der Dreiecksteilung von F, der 
ücht auf dem Rand von F liegt, und sei N AN NR Be eni®ZUu- 
rehörige Zyklus benachbarter Dreiecke. Wenn A!’ ein beliebiges 
iber A, liegendes Dreieck von F ist, so gibt es ein bestimmtes 
iber A, liegendes, mit Sn, benachbartes Dreieck von F. Ebenso 
nd Ar: A 


lenen Kamer a über A, liegt und mit Ar an ist. Das 


sibt es eine bestimmte Folge von Dreiecken AB; Ns 


ait x benachbarte, über A, liegende Dreieck von F ist entweder 


N 


ait AU identisch u aber ein Ay verschiedenes Dreieck AY 


heien dann wieder ner ; RE a: N diejenigen Dreiecke von F, von 
\enen immer Ba über A, liegt und mit IN“ benachbart ist. Wir 
ehmen dasjenige über A, liegende Dreieck von F, welches mit A 
enachbart ist, und bilden wieder die Folge von benachbarten Dreiecken 
WA... SR Ist » die erste Zahl, für die et wieder mit 
1 ) identisch ist, so Eder wir eine Phirgen Folge benachbarter 


1 1 a rn v 
rreiecke (N, IS Kae DE ne a: A a 


on denen Bl. Ar We 10 über dem De / liegen. Den ge- 
ıeinsamen Ben A bezeichnen wir als einen Verzweigungspunkt 
— 1-ter Ordnung der Überlagerungsfläche F. — Falls für jeden 
\ckpunkt A und F die. Verzweigungsordnung » — 1—=0 ist, sagen 
ir, daß F eine unverzweigte Überlagerungsfläche von F darstellt. 

Seien &y; &,, & die Anzahlen der Eckpunkte, der Kanten und der 
'reiecke in der Dreiecksteilung von F und seien &,, &,, @, die ent- 
arechenden Zahlen für F. Wenn über einem Eckpunkt A von F 
'Punkte Ay ARERR, A, von F liegen, deren Verzweigungsordnungen 
wer, —1,..,»,—1sind, so ist die Zahl der.über A, liegenden 
reiecke von F | 


vr Harn. 
ie Anzahl der Eckpunkte von F ist also 
| Wen — Nr; — 1) 
; i 
obei die Summation über sämtliche Verzweigungspunkte von F zu 
strecken ist. Für die Anzahl der Kanten bzw. der Dreiecke von F gilt 


“.,.=NnG, ‘ 
%, = NG. 
Jlglich ist at, en ya +,)— w, 
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Bezeichnet man mit z bzw. mit z die Zusammenhangszahl von 2 
bzw. von F, so ist also | 


z—2=n(z—2)+w. | | 
Diese Relation rührt von Hurwitz her. | 


Aus dieser Relation ergibt sich, daß eine unverzweigte Übeı 
lagerungsfläche der Elementarfläche oder der Kugelfläche notwendig ein 
blättrig ist. | 

Sei nämlich z=0 bzw. z=1, so ist z=2 —2n bzw. | 
folglich ist im ersten Fall 


zeiseen = 1; 
im zweiten Fall ist F wie F berandet, also z>1, folglich ist 
ze IH net, 


| 

| 

i 
j 

| 
Dagegen gibt es zu jeder anderen Fläche schon eine zweiblättrig | 
unverzweigte Überlagerungsfläche. Wenn die Fläche schlichtartig i 
und daher wenigstens zwei Konturen hat, verbinden wir zwei Koi 
turen der Fläche durch einen Querschnitt, der die Fläche nicht ze 
legt. Ist die Fläche nicht schlichtartig, so nehmen wir einen di 
Fläche nicht zerlegenden Rückkehrschnitt auf ihr. Indem wir di 
Fläche längs des Quer- bzw. Rückkehrschnittes aufschneiden, bekomme 
wir eine berandete Fläche; wir nehmen zwei Exemplare der aufg) 
schnittenen Fläche und vereinigen sie zu einer Fläche längs dk 
Schnittes; sind etwa A, und /\, zwei Dreiecke des einen Exemplar 
die eine zu dem Schnitt gehörige gemeinsame Kante haben, und sir 
A, und A, die mit ihnen kongruenten Dreiecke des anderen Exer 
plars, so vereinigen wir das Dreieck /\, mit JAN und A, mit A 
Nach sämtlichen solchen Vereinigungen der auf dem Schnitt liegend 
Kanten entsteht eine zweiblättrige unverzweigte Überlagerungsfläel 
der gegebenen Grundfläche. | 
Nehmen wir für die Fläche F die Kugelfläche, so ist die Fläche 

eine geschlossene orientierbare Fläche, deren Geschlecht 5 durch d 
Formel 


p=3w—n-+1 


ausgedrückt wird (da nämlich 2—= 0, 2—=25 ist); dıesistr die Rı 
mannsche Relation. | 

Die Überlagerungsflächen der Kugelfläche sind die in der Theor 
der algebraischen Funktionen betrachteten Riemannschen Flächen. | 

Wir erwähnen hier eine Folgerung der Hurwitzschen Formt 
nämlich die Bestimmung derjenigen Fälle, wo die Überlagerungsfläc 
der Grundfläche homöomorph ist. Notwendig ist dann z=z, al! 


(n—- )@ —-2)+w=0. 


Be 
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Die möglichen Fälle sind also 


z=0, w=2n— 2, 
Bel, Wen il, 
23.2 2.10% 


Jer ersten Lösung entspricht nur die Kugelfläche. Für z=1 hat 
nan die berandete Elementarfläche und die projektive Ebene; über 
ler Elementarfläche ist eine „-blättrige, die Verzweigungsordnung 
a — 1 besitzende, und über der projektiven Ebene für ungerades n 
»ine n-blättrige Überlagerungsfläche mit der Verzweigungsordnung 
ı— 1 der Grundfläche homöomorph. Für z= 2 hat man die Torus- 
läche mit einer unverzweigten Überlagerungsfläche und das Moebiussche 
3and mit einer unverzweigten Überlagerungsfläche von ungerader 
3lätterzahl als der Grundfläche homöomorphe Überlagerungsflächen. 
nsbesondere ergibt sich also, daß eine mehrblättrige Überlagerungs- 
Mäche einer orientierbaren geschlossenen Fläche vom Geschlecht 9 >1 
\mmer höheres Geschlecht hat; darin liegt die topologische Grundlage 
les Weberschen Satzes aus der algebraischen Funktionentheorie, dem- 
ufolge eine rationale Transformation einer algebraischen Riemannschen 
släche vom Geschlecht > 1 auf eine andere algebraische Riemannsche 
“läche vom gleichen Geschlecht notwendig birational ist!). 


Jede nichtorientierbare Fläche F hat eine zweiblättrige unverzweigte 
prientierbare Überlagerungsfläche. Zu jedem Dreieck A von F nehmen 
wir zwei über ihm liegende Dreiecke A® und A”, diese beiden 
Dreiecke versehen wir mit je einer Indikatrix, die den beiden ent- 


zegengesetzten Indikatrizes von A entsprechen. Sind nun A, und 
A, zwei benachbarte Dreiecke von F, ul, Ye A As die über 
ihnen liegenden Dreiecke, so vereinigen wir Ay mit demjenigen 


. . FFRRILT Type < . 
ron den beiden Dreiecken A5' und AS), welches die gemeinsame 


Xante von A, und A, laut der angebrachten Indikatrixbestim- 


. . 2% . Wine 
nungen entgegengesetzt richtet wie Ay). Das andere Dreieck X, 
vereinigen wir mit dem anderen der beiden Dreiecke AS’ und Ay" 


t) Für p=]1 gilt der Satz nicht; durch die Formeln 
{ E; ee 
y=2+2(1+z°) — 2 ( s=Ww-2(1+9)+2 
wird eine (1,2)-deutige Transformation von (s, 2) auf (y, x) gegeben, wobei 
‚lie algebraischen Gebilde, erklärt durch die Gleichungen 


y=2y1-9)(I1- 2%), 
Sl yerge PDS np pr 


yeide vom Geschlecht p = 1 sind. — 


«+0, +1) 


v.Kerekjärtö, Topologie. 11 
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längs derjenigen Kanten dieser Dreiecke, die der gemeinsamen Kante 
von A, und A, entsprechen. Nach sämtlichen solchen Identifizierungen 
der Kanten der Dreiecke A erhalten wir eine zweiblättrige Über- 
lagerungsfläche F von F, auf welcher jedes Dreieck eine bestimmte 
Indikatrix und je zwei benachbarte Dreiecke zusammengehörige Indi- 
katrizes haben, so daß die Fläche F orientierbar ist. Es ist klar, 
daß die Überlagerungsfläche F unverzweigt ist; sei etwa A ein innerer 
Eckpunkt in der Dreiecksteilung von F und (A, As -:--» A) 


der zugehörige Dreieckszyklus; setzen wir voraus, daß über diesem 
Zyklus ein zweiblättriger Zyklus von F liegt: (AY, Ay, ..., AU% 
Anh a of SAN wobei A und Ar die beiden über A, liegenden 
Dreiecke von F bedeuten. Die Dreiecke Ds und A haben in bezug 
auf A, entgegengesetzte Indikatrizes, andererseits haben je zwei auf 
einander folgende Dreiecke An und Art (Nı= — /\)') zusammen- 
gehörige Indikatrizes, was offenbar unmöglich ist. — 


Die regulären Überlagerungsflächen sind durch die Eigenschaft 
charakterisiert, daß, wenn eine Kurve y auf F, deren Spur auf F eine 
geschlossene stetige Kurve y ist, auf F geschlossen bzw. ungeschlossen 
ist, dann auch jede andere Kurve 7’ auf F, deren Spur y ist, eben- 
falls geschlossen bzw. ungeschlossen ist. Umkreist y einen Punkt P 
von F mehrmals, so sieht man, daß alle über P liegenden Punkte 
von F dieselbe Verzweigungsordnung » — 1 haben, und demzufolge 
v ein Teiler von n ist. Eine (mehrblättrige) reguläre Überlagerungs 
fläche läßt Decktransformationen auf sich selbst zu, d. h. solche topo- 
logische Abbildungen von F auf sich selbst, bei welchen jeder Punkt 
von F in einen über demselben Spurpunkt liegenden Punkt übergeht. Je 
zwei solche Transformationen ergeben nacheinander ausgeführt wieder 
eine Decktransformation. Sie bilden also zusammen eine Gruppe 
von n Transformationen der Fläche F auf sich selbst, wo n die Blätter. 
zahl von F bedeutet. 


Sei F eine orientierbare geschlossene Fläche vom Geschlecht # 
und F eine n-blättrige reguläre Überlagerungsfläche von F. Seien 
Piper. er. die Punktesvon ZEswübraccren Verzweigungspunkte 
von F liegen und seien », — 1,9», —1,...,»,. —1 die zuschoree 
Verzweigungsordnungen. Die Verzweigungsordnung von F ist damn 


r 
N 
Yu 


Aus der Hurwitzschen Formel ergibt sich 


P-1=-nlp-143 3, 


Al — 1)|, 
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wobei $ das Geschlecht von F bedeutet. Da der kleinste positive 
j 1 1 ie 

Wert von 1b lands tunn FL —_ 1)| für ganzzahlige (> 0) und 
(> 2) gleih z ist 5 =0,1r=3,1, =2, 9, =3,9, = 1), so folgt, 
daß für 5 >1 A 
| n<84(p —1) 


st. Diese Ungleichheit rührt von Hurwitz her. 


Nimmt man $=P—0, so besteht die Gleichung 


- 
1 2 

2, -)=2-,: 
—ı 

»der 

di s 
Nee 
a1 


ea 
ie folgenden!) 
v=2, „=2, » : 
2, ,=3, ,=3, n=12 
v2, „=3, „=4, n=24, 


v=2, v=3, =)», n—= 60. 


)ie entsprechenden Überlagerungsflächen sind die in der Theorie der 
olyederfunktionen auftretenden regulären Riemannschen Flächen. 


t) s. Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder, S. 119. 


Offene Flächen. 


Ss 1. Offene Flächen. 


Eine offene (d. h. aus unendlich vielen Dreiecken bestehende 
Fläche F sei in einer gewissen Dreiecksteilung vorgelegt. 

Sei 7,3 729) .... eine Folge einander fremder Rückkehrschnittä 
auf F, von der Art, daß jeder Rückkehrschnitt r, (k > 1) die Rüc 
kehrschnitte z,_, und z,,, auf F voneinander trennt (in dem Sinne 
daß jeder Weg, der z,_, und n,,. auf F verbindet, den Rückkehr 
schnitt x, trifft). Eine solche Folge bezeichnen wir als eine Funda 
mentalfolge von Rückkehrschnitten. Zwei Fundamentalfolgen z,, 715» .. 
und z,',77,,... heißen äguivalent, wenn es zu jedem rn, ein n, gib 
welches durch x, von , Er wird und umgekehrt zu jedem a 7 
ein z,, welches durch Br von 2, getrennt wird. | 

Ein Randstück der Fläche F wird definiert durch eine Funda 
mentalfolge von Rückkehrschnitten; jede Fundamentalfolge definier 
ein Randstück, zwei Fundamentalfolgen definieren dann und nur dan 
dasselbe Randstück, wenn sie äquivalent sind. 

Ein durch die Fundamentalfolge z,, r,, ... definiertes Randstüc] 
heißt ein Randstück erster Art, wenn für hinreichend großes k de 
durch x, bestimmte, z,,, enthaltende Teil der Fläche schlichtartig ist 

Es heißt ein Randstück zweiter Art, wenn für hinreichend große 
k der durch x, bestimmte, z,,, enthaltende Teil von F orientierba 
aber für kein k schlichtartig ist. 

Es heißt ein Randstück dritter Art, wenn für jedes k der durcl 
r, bestimmte, z,,, enthaltende Teil von F nichtorientierbar ist. 

Diese Definitionen sind von der speziellen, das Randstück de 
nierenden Fundamentalfolge offenbar unabhängig. 

Da jeder Teil einer schlichtartigen bzw. orientierbaren Fläch! 
schlichtartig bzw. orientierbar ist, kann eine schlichtartige Fläche mu 


| 
| 
Fünfter Abschnitt. 


t) Unter einem Rückkehrschnitt verstehen wir wieder ein aus Kanten de 
Dreiecksteilung bestehendes Polygon; die Ausdrücke, die Fläche F längs eine 
Rückkehrschnittes aufschneiden usw., seien wie im vorigen Abschnitt erkl 
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Randstücke erster Art, eine orientierbare Fläche nur Randstücke erste 
und zweiter Art haben. 

| Sei 7%,, 7%, ... eine Fundamentalfolge von Rückkehrschnitten; wir 
‚werden sagen, daß „, das durch die Fundamentalfolge z,', 3’, ... 
definierte Randstück s’ enthält, wenn sämtliche Rückkehrschnitte / 
‚bis auf endlich viele durch z, von z, getrennt werden!). Eine Folge 
verschiedener Randstücke s’, s”,... konvergiert gegen das durch die 
‚Fundamentalfolge U, 92.4 definierten Randstück7 Ss, wenn jedes“"yr/ 
‚sämtliche Randstücke s’ der Folge mit Ausnahme von endlich vielen 
‚enthält; s bezeichnen wir als Grenzstück der Folge s’, s”,.. 

| Man erkennt leicht, daß ein Randstück, gegen welches eine Folge 
von Randstücken dritter Art konvergiert, selber von der dritten Art 
ist. Randstücke zweiter Art können gegen ein Randstück zweiter oder 
‚dritter Art, nicht aber gegen ein Randstück erster Art konvergieren. — 


Betrachten wir zuerst den Fall, daß die Fläche F schlichtartig 
ist. Wir werden zeigen, daß F einem ebenen Gebiet homöo- 
‚morph ist. — Wir nehmen ein Dreieck der Fläche und sämtliche 
‚Dreiecke, die eine Kante oder einen Eckpunkt mit demselben gemein- 
sam haben; sie bilden zusammen eine berandete Fläche F0%, die 


‚ebenso wie F schlichtartig ist und von gewissen, die Fläche PF zer- 


‚legenden Rückkehrschnitten m is:, 0.) berandet wird?). Nehmen 
| 


wir nun diejenigen weiteren Dreiecke, die an den Rückkehrschnitt EN 
stoßen, sie bilden eine Fläche F,®; je zwei solche Flächen F,® und 
FE“) werden auf F durch F voneinander getrennt, da nämlich der 
Rückkehrschnitt z,*’ (und ebenso ei) die Fläche F zerlegt. — Bei 


jjeder Kontur der Flächen Be Fur But FW nehmen wir die von den 


weiteren anstoßenden Dreiecken gebildeten berandeten Flächen Fi} USW. 
'— Diese berandeten Flächen erschöpfen die Fläche F, in dem Sinne, 
daß es zu jedem Dreieck von F eine (und nur eine) Fläche dieser 
wolge gibt, die es enthält. 

| Wir nehmen in der Ebene n außerhalb voneinander liegende 
'Kreise 2 5 3:5 Do deren Mittelpunkte etwa auf der x-Achse 


1) Wenn für jedes k: x, das Randstück s’ enthält, so sind die Funda- 
mentalfolgen z,,7,,... und z,',7,',... äquivalent, und also ist s’ eben das 
durch x,, ,,.... definierte Randstück., 

2) Wir können den Fall, daß-’zwei Konturen der so entstehenden beran- 
deten Fläche einander auf F treffen, beiseite lassen, indem wir um einen 
solchen Punkt eine kleine Umgebung zu F(® hinzunehmen; von den an diesen 
Eckpunkt anstoßenden, unten zu konstruierenden Flächen F() soll dann das 
Innere dieser Umgebung fortgelassen werden, Diese eventuelle Modifizierung 
setzen wir auch von jeder Fläche der zu konstruierenden Folge Fi) voraus. 
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Punkt von F® in den unendlich fernen Punkt der Ebene übergeht, 
und jede Kontur n,® von F auf den Kreis k,® topologisch ab: 


gebildet wird. Nehmen wir jetzt eine der Flächen F, etwa Fa 


: 1 2 Bde 1 | 
mit den Konturen 2, era a, ee ne; ım Innern von zu nehme 


- : : E 2 2 
wir s außerhalb voneinander liegende Kreise En Be ER Br (deren 


Mittelpunkte auf der x-Achse liegen), und bilden F' auf den von 
diesen Kreisen und %% berandeten Bereich topologisch so ab, daß die 


Abbildung auf r..' mit der bereits erklärten Abbildung übereinstimmt, 
und eine jede Kontur a in den Kreis k\) übergeht. Auf diese Weise 
fahren wir fort; dabei sorgen wir noch dafür, daß die Radien der 
Kreise k® gegen O0 konvergieren. Wir bekommen so eine topologische 
Abbildung der Fläche F auf ein unbeschränktes ebenes Gebiet, dessen 
Rand von einer nirgends zusammenhängenden (abgeschlossenen) be 
schränkten Punktmenge gebildet wird. Einer Fundamentalfolge von 
Rückkehrschnitten auf F entspricht dabei eine gegen einen Randpunkt 
konvergierende Folge von ineinander enthaltenen einfachen geschlossenen 
Kurven, so daß jedem Randstück von F ein Randpunkt des Gebietes g, 
und zwei verschiedenen Randstücken zwei verschiedene Randpunkte 
entsprechen. Ferner ist diese eineindeutige Beziehung zwischen den 
Randstücken von F und den Randpunkten von g beiderseits stetig, in 
dem Sinne, daB einer gegen ein Randstück konvergierenden Folge 
von Randstücken eine gegen den entsprechenden Randpunkt konver- 
gierende Folge von Randpunkten entspricht, und umgekehrt. — Die 
in III S$ 3, 4 dargestellten Ergebnisse über Gebiete können nunmehr 
auf schlichtartige Flächen übertragen werden. Insbesondere folgt, 
daß die notwendige und hinreichende Bedingung für die Homöo- 
morphie von zwei schlichtartigen Flächen in der Homöomorphie 
ihrer Randmengen (d.h. der Menge ihrer Randstücke) besteht. — 


Sei ferner F eine beliebige offene Fläche; nehmen wir ein be 
liebiges Dreieck von F und sämtliche anstoßende Dreiecke; wenn 
zwei von diesen Dreiecken einen Eckpunkt gemeinsam haben, aber 
unter den ausgewählten Dreiecken keine linear geordnete Menge 
von zu demselben Eckpunkt gehörigen benachbarten Dreiecken sie 
verbindet, nehmen wir eine Umgebung um diesen Eckpunkt 
zu der bereits angenommenen Dreiecksmenge. So erhalten wir 
eine berandete Fläche FP, gebildet von einem Teile von F. Wenn 
es möglich ist, verbinden wir zwei Konturen von FO auf F— Fß 
durch einen Weg w, nehmen auf seinen beiden Ufern zwei einander 
nicht treffende einfache Wege, die dieselben beiden Konturen von F0 
verbinden, und fügen die durch diese beiden letzteren Wege auf 
F — FD bestimmte (den Weg w enthaltende) berandete Fläche zu 
F9 hinzu. Die so erhaltene berandete Fläche modifizieren wir auf 
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die gleiche Weise, bis wir schließlich zu einer berandeten Fläche F® 
kommen, die die Eigenschaft hat, daß je zwei von ihren Konturen 
auf F durch F“® voneinander getrennt (d.h. nicht auf F — F® mit- 


einander verbindbar) sind. Die Konturen von F(® sind einander nicht 


‚treffende Polygone N, a 3 RE deren jedes die Fläche F zer- 


legt. Nehmen wir nun diejenigen weiteren Dreiecke von F, die an 


m stoßen!) und modifizieren wir sie genau so wie die Fläche FO 


f : N 
50 bekommen wir die berandeten Flächen F\ 3 GAR Ku von 


lenen Jah längs der Kontur 7, mit F® benachbart ist, sonst aber 


y 


keine zwei von den Flächen Be I; I ab Bi einen gemeinsamen 
Punkt haben. Jede Kontur dieser neu entstehenden Flächen ist 
in die Fläche F zerlegendes Polygon. — Auf die gleiche Weise fort- 


| Nehmen wir in der Ebene n» außerhalb voneinander liegende 
Kreise kV, 20, ..., a0 (deren Mittelpunkte auf der x-Achse liegen). 
‚Wenn die berandete Fläche FC’ das Geschlecht 5 hat, nehmen 
wir in dem von diesen Kreisen berandeten unbeschränkten Bereich 2 
wußerhalb voneinander liegende Kreise heraus, die paarweise in bezug 
auf die x-Achse symmetrisch liegen, und identifizieren je zwei in bezug 
wf die x-Achse symmetrisch liegende Punkte dieser Kreise, bzw. wir 
aehmen nur 5 außerhalb voneinander liegende Kreise heraus und 
‘dentifizieren auf jedem ‚von ihnen die diametral gegenüberliegenden 
Punkte, je nachdem die Fläche F® orientierbar bzw. nichtorientier- 
bar ist. Auf die so entstehende Fläche bilden wir die Fläche FO 
‚opologisch ab, so daß die Kontur Te in den Kreis Rt übergeht. — 
Syel je eine der Flächen F®, ] die Anzahl ihrer Konturen und q 
ihr Geschlecht. Im Innern von %,® nehmen wir 2— 1 außerhalb 
oneinander liegende Kreisscheiben heraus, deren Mittelpunkte auf der 
Achse liegen, und ferner q Kreispaare bzw. g Kreise (je nachdem 
Di orientierbar bzw. nichtorientierbar ist), innerhalb von Ra und 
"ußerhalb der neuerdings fortgelassenen — 1 Kreisscheiben, für welche 
ir wieder eine Identifizierung angeben. Auf die so entstehende 
\läche bilden wir F, topologisch ab, so daß die Abbildung auf x, 
'nit der bereits für 7% erklärten Abbildung übereinstimmt. Auf diese 
'Neise fortfahrend bekommen wir eine topologische Abbildung von F 
uf ein ebenes Gebiet g, für dessen Randpunkte gewisse Identifizie- 
ungen bestehen. 


Der Rand dieses Gebietes g besteht erstens aus einer linearen 
irgends zusammenhängenden (abgeschlossenen) beschränkten Punkt 


— 


t) Aus diesen Dreiecken sollen die zu F{® gehörigen Punkte fortgelassen 
'erden. 
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menge, die der Randmenge o von F entspricht, und die wir ebenfalls 
mit o bezeichnen wollen, ferner aus gewissen, mit umgekehrtem Um- 
laufssinn identifizierten Kreispaaren (x,, %,), und aus Kreisen A, mit 
identifizierten diametral gegenüberliegenden Punkten; diese Kreise (und 
Kreispaare) können sich nur bei der Menge o häufen, d.h. ein Punkt 
dessen Umgebung immer Punkte von unendlich vielen solchen Kreisen 
enthält, gehört notwendig zur Menge o. 

Bezeichnen wir mit 0,, 0,, 0, die Menge der Randstücke erster, 
zweiter, dritter Art von F, die wir Randmengen erster, zweiter, dritter 
Art nennen. Der Randmenge erster Art von F entspricht die Menge 9, 
derjenigen Punkte von o, die eine von den Kreispaaren (x,,x,) un 
von den Kreisen } freie Umgebung haben. Der Randmenge zweiter 
Art von F entspricht die Menge o, derjenigen Punkte von 9, deren 
Umgebungen sämtlich identifizierte Kreispaare enthalten, aber um welche 
je eine von den Kreisen A mit identifizierten diametral gegenüber 
liegenden Punkten freie Umgebung existiert. Der Randmenge dritteı 
Art von F entspricht die Menge o, derjenigen Punkte von o, deren 
Umgebung Kreise A mit identifizierten gegenüberliegenden Punkten 
enthält. o, ist abgeschlossen; falls o, keinen Punkt besitzt, so ist Q,, 
und falls o, und o, keinen Punkt besitzen, so ist o, abgeschlossen 

Setzen wir zuerst voraus, daß F keine Randstücke zweiter odeı 
dritter Art besitzt; in diesem Fall ist also für das Gebiet g: 9, = 0, —( 
und 0, =o. Es gibt dann nur endlich viele Kreise bzw. Kreispaar 
bei der ebenen Darstellung von F, so daß wir ein Polygon x an 
geben können, das ganz in g verläuft, o in seinem Innern, die identi 
fizierten Kreise und Kreispaare im Äußern hat. Das Äußere von 
können wir dann auch derart darstellen, daß es außer z noch von 24 
paarweise mit entgegengesetztem Umlaufssinn identifizierten Kreiser 
bzw. von 5 Kreisen mit identifizierten diametral gegenüberliegender 
Punkten berandet wird, je nachdem die Fläche F orientierbar bzw 
nichtorientierbar ist. — Der innerhalb von z liegende Teil von ı 
stellt eine schlichtartige Fläche dar. Aus dem Hauptsatz der Flächen 
topologie für Polyederflächen und aus dem bereits erbrachten ana 
logen Satz für schlichtartige offene Flächen, folgt nun, daß in den 
eben betrachteten Fall, wo also F nur Randstücke erster Art besitzt 
die notwendige und hinreichende Bedingung für die Homöomorphik 
von zwei solchen Flächen außer der Homöomorphie der Randmengeıi 
noch in der Übereinstimmung der Orientierbarkeit bzw. Nichtorientier 
barkeit, und ferner in der Übereinstimmung des Geschlechtes $ b 
steht, das die Maximalzahl der auf F zusammen nicht zerlegenden ein 
ander fremden Rückkehrschnitten angibt. Ist F nichtorientierbar, $ 
läßt sich auf F ein einziger Rückkehrschnitt angeben, so daß di 
längs desselben aufgeschnittene Fläche orientierbar ist; wir sagen, dit 
Nichtorientierbarkeit von F ist hebbar. 


Pr 
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Betrachten wir nun den Fall, wo 0,==0 und og, —=0 ist. In diesem 
all gibt es bei der ebenen Darstellung von F nur eine endliche An- 
ıhl von Kreisen 4 mit identifizierten diametral gegenüberliegenden 
unkten; wir können ein die Randmenge o in seinem Innern ent: 
altendes Polygon m ın g angeben, welches in seinem Innern keine 
)lchen Kreise 4 enthält. Den außerhalb von x liegenden Teil von g 
önnen wir dann wieder derart darstellen, daß er entweder keinen 
ler einen, oder zwei Randkreise A mit identifizierten diametral gegen- 
Jerliegenden Punkten besitzt!), und sonst von mit entgegengesetztem 
mlaufssinn identifizierten Kreispaaren berandet ist. Innerhalb von z 
aufen sich die Kreispaare gegen die Punkte von 0,. — Sei nun 
eine mit F homöomorphe Fläche, so können wir offenbar F’ durch 
as gleiche Gebiet g darstellen, so daß insbesondere ihre Randmengen 
‚to, und 0,’+- 0,’ eineindeutig und stetig einander entsprechen, und 
var so, daß o, der Menge o,’, und o, der Menge 9,’ entspricht. — 
ejen andererseits F und F’ zwei Flächen ohne Randmengen dritter 
rt, für welche die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 


a) 0, +0, und 0,’—+ 0, sind homöomorph, in dem Sinne, daß 
; eine topologische Abbildung von g, +0, auf 0,’ 0, gibt, die o, 
‚@,, und 0, in 0, überführt. EN 
| b) Entweder sind beide Flächen orientierbar, oder. beide nicht 
ientierbar (im letzteren Fall ist allerdings die Nichtorientierbarkeit 
@bbar). Falls die Flächen nichtorientierbar sind, sei m bzw. „’ ein 
‚ückkehrschnitt auf F bzw. F’, dessen Anwendung F bzw. F’ zu einer 
“ientierbaren Fläche verwandelt; dann sind. entweder beide Rück- 
ehrschnitte x und r’ einufrig, oder beide zweiufrig. 


Unter diesen Bedingungen sind F und F’ homöomorph. — 

Wir stellen die Flächen F und F’ in der Ebene durch ein Ge- 
etg bzw. g’ dar, so daß g (und ebenso g’) von einer auf der «-Achse 
genden nirgends zusammenhängenden beschränkten (abgeschlossenen) 
nktmenge 0, +0, ferner von Kreisen (x,, %,), die paarweise zur 
"Achse symmetrisch liegen, und deren durch diese Symmetrie ein- 
ader entsprechende Punkte miteinander identifiziert werden, berandet 
ird; dazu treten noch, wenn die Fläche F nichtorientierbar ist, ein 
der zwei Kreise A mit identifizierten diametral gegenüberliegenden 
unkten. Bezeichnen wir mit u, bzw. u,, die isolierte Menge der 
ittelpunkte dieser Kreispaare; die Ableitung von u,„, bzw. u, ist mit 


1) je nachdem die durch z auf F bestimmte berandete Fläche orientierbar, 
zw. nichtorientierbar und von ungeradem Geschlecht, bzw. nichtorientierbar 
ad von geradem Geschlecht ist (auf einer nichtorientierbaren Polyederfläche 
t ein Rückkehrschnitt, der die Fläche in eine orientierbare Fläche verwan- 
elt, ein- oder zweiufrig, je nachdem das Geschlecht der Fläche ungerade, bzw, 
rade ist, s. IV 8 3). 
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0, bzw. o, identisch. Wenn « eine topologische Abbildung ve 
0, + 0, auf 0,’-+ 0, bedeutet, die o, und 0,’ einander entspreche 
läßt, läßt sich diese Abbildung auf die Menge u„-+0, +0, topı 
logisch erweitern!), so daß sie in u, 0,’ —- 0, übergeht und dal 
zwei in bezug auf die x-Achse spiegelbildlich liegende Punkte vo 
4, wieder in zwei solche Punkte von wu, übergehen; ferner ordne 
wir den Mittelpunkten der mit sich selbst identifizierten Kreise A vo 
g die Mittelpunkte der entsprechenden Kreise von g’ zu. Diese A 
bildung läßt sich zu einer topologischen Abbildung der Ebene aı 
sich erweitern (nach III $ 4). Die Abbildung können wir noch i 
den Umgebungen der Punkte von u, so modifizieren, daß jeder Kreis 
auf einen Kreis x’, und zwei zur x-Achse spiegelbildlich gelegene Punkt! 
von x, und x, in zwei ebensolche Punkte von x,’ und x,’ übergeher: 
auf den Kreisen mit identifizierten gegenüberliegenden Punkten so 
die Abbildung so bestimmt werden, daß je zwei diametral gegenübe, 
liegende Punkte in zwei ebensolche Punkte des Bildkreises übergehei 
Dadurch ist dann auch zwischen F und F’ eine topologische Bi 
ziehung hergestellt. | 

Für den Fall, daß die Randmenge dritter Art o, nicht verschwil 
det, läßt sich ebenso zeigen, daß aus der Homöomorphie der Rank 
mengen von F und F’, in dem Sinne, daß bei einer topologische 
Abbildung von go, +0, 0, auf 0,’+ 0,’+ 0,’ die Randmengen erste 
zweiter und dritter Art der Reihe nach einander entsprechen, di 
Homöomorphie von F und F’ folgt. — In diesem Fall stellen wi 
wieder F und F’ durch ebene Gebiete g und g’ dar und betrachten di 
Mittelpunkte der Kreispaare; sie bilden eine isolierte Menge u,, dere 
Ableitung mit der aus den Limespunkten von o, bestehenden Meng 
0, (= 0, + die Menge der nicht zu o, gehörigen Grenzpunkte von ©, 
identisch ist; die Ableitung der Menge u, der Mittelpunkte der Kreise) 
deren diametral gegenüberliegende Punkte identifiziert werden, ist m 
o, identisch. Die Beziehung zwischen 0, +0,-+ 0, und 0, +0, +0 
erweitern wir zuerst für u„ und w,, so daß dieselben in u, bz 
in u; übergehen (und zwar jedes Paar von u, in ein Paar von w 
und dann erweitern wir diese Beziehung für die ganze Ebene, $ 
daß eine topologische Abbildung von g auf g’ entsteht, die zwi 
identifizierte Randpunkte des einen Gebietes zwei ebensolchen Ran 
punkten des anderen Gebietes entsprechen läßt. Dadurch ist auc 
zwischen F und F’ eine topologische Beziehung vermittelt. Die obige 
Betrachtungen zusammenfassend, können wir den Hauptsatz der Fläche 
topologie für offene Flächen folgendermaßen formulieren: | 


Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Homöomorpl 
von zwei offenen Flächen besteht im allgemeinen Fall in der Homöi 


= 4 
k | 


LM 
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sorphie ihrer Randmengen, in dem Sinne, daß eine topologische Be- 
iehung zwischen den Randmengen besteht, die die Randmengen erster, 
weiter, dritter Art der beiden Flächen der Reihe nach einander ent- 
brechen läßt. — Wenn die Randmenge dritter Art verschwindet, so 
müssen außerdem beide Flächen orientierbar, oder beide nichtorientierbar 
win; im letzteren Falle muß dann ein Rückkehrschnitt, der die Fläche 
ıs eine orientierbare Fläche verwandelt, auf beiden Flächen ein oder 
wmf beiden zwei Ufer haben. — Wenn die Randmengen zweiter und 
ritter Art verschwinden, so müssen erstens die Randmengen der beiden 
lächen homöomorph sein, ferner müssen beide Flächen orientierbar, 
ler beide nichtorientierbar sein und gleiches Geschlecht haben. 

' Auf Grund dieses Satzes folgt aus 
en in I$7 dargestellten Sätzen, daß 
ie Menge der topologisch verschie- 
snen Flächen die Mächtigkeit des 
\ontinuums hat. 


' Einige Beispiele mögen die obigen 


‚egriffsbildungen erläutern. 
| 1. Die unendliche Ebene bildet 
'ne schlichtartige Fläche mit einem 
nzigen Randstück erster Art. 

2. Läßt man aus der Kugelfläche 
ne nirgends zusammenhängende, ab- 
»schlossene Punktmenge fort, so 
eibt eine schlichtartige, offene Fläche 
rrig. 

3. Legt man auf eine Kugelfläche 
aen Henkel, auf diesen wieder einen 
enkel (s. Fig. 34), usw. in inf., so 
tsteht eine orientierbare Fläche mit 
nem einzigen Randstück zweiter Art. 
* Ferner!) nehme man die Geradn = tn, -o<y<--oo, und 
ten -o<xc< +00, (n=0,1,2,...), und im Raum Zylin- 
flächen mit dem Radius 7, deren Achsen diese Geraden sind, 
.d lasse diejenigen Punkte einer jeden Zylinderfläche fort, die im 
aern einer anderen solchen Fläche liegen (s. Fig. 35), die so ent- 
'hende Fläche ist ebenfalls orientierbar und besitzt ein einziges Rand- 
ick, und zwar ein solches zweiter Art?); sie ist also der obigen 
äche (mit unendlich vielen aufgesetzten Henkeln) homöomorph. 


t) Dieses Beispiel wie auch die unten stehende Bemerkung (5.) von Koebe 
nehme ich aus der Diskussion zu meinem Leipziger Vortrag (s. Literatur- 
rzeichnis). 

?2) Eine Fundamentalfolge von Rückkehrschnitten kann folgendermaßen 
astruiert werden: man nehme auf der Fläche F die beiden Quadrate, deren 
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4. Man nehme zwei parallele Geraden = 0 und z=1 und di 
Strecken y=+n(n=0,12,..)0 <x<1; man nehme um jedı 
Strecke eine Zylinderfläiche mit dem Radius 7, deren Achse dies: 
Strecke ist (s. Fig. 36); so entsteht eine orientierbare Fläche, die zwe 
Randstücke, und zwar von der zweiten Art, besitzt. 

5. Aus unserer Darstellung der Flächen durch ebene Gebiete mi 
identifizierten Konturen läßt sich die folgende, von Koebe bemerkte 
konstruktive Herstellung der Flächen ablesen. Man nehme die folgen 
den fünf Typen von berandeten Flächen: schlicht- 
artige Fläche mit einer, mit zwei, mit drei Kon- 
turen, orientierbare Fläche mit zwei Konturen 
und vom Geschlecht eins, nichtorientierbare 


Fläche mit einer Kontur und vom Geschlecht 
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Fig. 36. 


Projektion in der («y)-Ebene das Quadrat mit den Eckpunkten (-n,—® 
-n,+n), (+-n, +n), (+n, —n) ist; die von diesen Polygonen bestimmte be 
randete Fläche auf F, deren Projektion im Innern des genannten Quadrate 
liegt, sei F®; wir verbinden die über (bzw. unter) dem Punkt (x, y)=(4,% 
liegenden beiden Randpunkte von F® durch einen Halbkreis, dessen Projel 
tion in der (x, y)-Ebene die Strecke @=4, y=n+9 (0 <e<H) ist; ebenso nehme 
wir einen zweiten solchen Halbkreis, wobei wir statt <=14, nun etwa =4+ 
zugrunde legen. Andererseits lassen wir die über der Strecke y=n, +<x<44+ 
liegenden Strecken der beiden Randpolygone von F (n) fort, und ersetzen sie durc 
die beiden Halbkreise, die wir eben angebracht haben. Das so entstehend 
Polygon x, berandet eine Fläche F(n), die aus Fi) durch Hinzufügung des übe 
dem Rechteck n<y<n+1t, 4+<x<4-+1 liegenden Teiles von F entsteht. - 
Diese Polygone 7, (n=1,2,3,...) bilden eine Fundamentalfolge. i 
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ns (s. Fig. 37). Nun nehme man eine von diesen berandeten Flächen, 
a jede Kontur setze man eine andere solche Fläche an, an jede 
‘ontur der so entstehenden berandeten Fläche wieder je eine neue 
läche usw., so daß dabei immer an zwei verschiedenen Konturen 
wei verschiedene Flächen angesetzt werden. Auf diese Weise lassen 
ch alle möglichen (geschlossenen und offenen) Flächen herstellen. 


Fig. 37. 
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In diesem Paragraphen werden wir die unverzweigten offenen 
berlagerungsflächen behandeln; dabei wird die von Weyl herrührende 
‚etrachtung derselben zu grunde gelegt. 

Seien F und F zwei Flächen!); jedem Punkt P von F soll ein 
nd nur ein Punkt P von F zugeordnet werden, der als Spurpunkt 
on P und Pals ein über P liegender Punkt bezeichnet wird. Diese 
uordnung soll folgende Eigenschaften haben: 

1. Zu jedem Punkt P von F und zu jeder Umgebung U des 
Purpunktes P auf F gibt es eine Umgebung U von P auf F, so 
aß der Spurpunkt irgendeines in U liegenden Punktes O in U liegt 
nd zwei verschiedene Punkte von U immer zwei verschiedene Spur- 
unkte haben. 

2. Wenn y :P(A) (0 <A<1) eine beliebige stetige Kurve auf F 
we P,=P(0) en beliebiger, über dem Anfangspunkt P, = P (0) 
on y nn Punkt von F ist, so gibt es eine von P, dt: 
etige Kurve 7:P(A)(O<A<1) auf F, so daß bei en Wert 
on A der Punkt P(}) über dem Punkt P (A) liegt. 


t) In eigentlichem Sinne, d. h. geschlossene oder offene Flächen. 
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In diesem Fall bezeichnen wir F als eine unverzweigte Übe 
lagerungsfläche von F; F heißt Grundfläche. Es ist klar, daß dies 
Erklärung in dem Fall, wo über jedem Punkt von F nur endlichviel 
Punkte von F liegen, mit der im vorigen Abschnitt (IV, $ 5) gegebener 
mehr kombinatorischen Erklärung übereinstimmt. — 

Wir werden zunächst zeigen, daß über der Kugelfläche und ebens: 
über der Elementarfläche (= schlichtartige Fläche mit einem Rank 
stück, homöomorph mit dem Kreisinnern) jede unverzweigte Übeı 
lagerungsfläche einblättrig und also der Grundfläche homöomorp! 
ist. — Es genügt, diese Behauptung für die Elementarfläche zu be 
weisen; aus der Kugelfläche lassen wir nämlich einen Punkt fort, s 
entsteht eine Elementarfläche, aus der Überlagerungsfläche lassen wi 
die über dem fortgelassenen Punkt liegenden Punkte fort, so entsteh 
eine unverzweigte Überlagerungsfläche über der Elementarfläche. Ein 
Elementarfläche können wir ferner auf das Innere eines Kreises topc 
logisch abbilden. Es ist also zu zeigen, daß jede unverzweigte Über 
lagerungsfläche über dem Kreisinnern einblättrig ist. 

Gesetzt dies wäre nicht der Fall; sei also Y% ein einfacher Boge: 
auf F, der zwei irber demselben Punkt P, von F liegende Punkte P 
und P, verbindet; wir können gleich voraussetzen, daß y kein andere 

Punktpaar mit demselben Spurpunkt besitzi 

I 7 7% Sei y die Spur von y; y ist eine einfache 8 
schlossene Kurve im Kreisinnern; wir setze] 

voraus, daß y eine Quadratlinie ist, die Kreis 

scheibe läßt sich nämlich topologisch auf sicl 

selbst derart abbilden, daß y in eine Quadral 

linie q, übergeht. — Wir zerlegen das Quadra 

gu durch eine Mittellinie in zwei Rechteck 

(s. Fig. 38). Einem Umlauf um das Rechtee 

B (PoPıPaP;) (in der angegebenen Richtung 
Ei 58, erh auf F eine von D> ausgehende stetig! 
Kurve, deren Punkte der Reihe nach über deı 

betreffenden Punkten des beschriebenen Rechteckes liegen; sei P, 
der ebenfalls über P, liegende Endpunkt dieser Kurve. Einem Um 
lauf um das Rechteck (P,P,P,P,) entspricht eine Kurve auf F, di 
von dem über P, liegenden Punkt P, von y ausgeht, bis zum Punkt P 
mit dem betreffenden Bogen von y zusammenfällt und nach vollendeten 
Umlauf in einen über P, liegenden Punkt Ps eintriftt. Es ist nu 
UNDDElLEE daß sowohl 1“ Punkt P, mit P/', wie auch der Punkt P 
mit Di zusammenfällt, d.h. daß he ten genannten Kurven auf 


ler sind. Ist etwa P, mit P,/ identisch, so entspricht den 
Punkt P, ein bestimmter über ihm liegender Punkt P, von F, u 
welchem die von pr ausgehenden und über der Linie P, Pre ’F 


keR.he liegenden Bo en auf F eintreffen. Ist ferner P, —- = Da 


_ 


SS) 
Ess) 
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t der Endpunkt der von P, ausgehenden, über der Linie P\P,P,P, 
ıd der Endpunkt der von P, ausgehenden, über der Strecke PP, 
»genden Kurve derselbe. Folglich wäre der Endpunkt der von P, aus- 
>»henden, über der geschlossenen Linie (P,P,P,P,P,P, P,) liegenden 
urve mit dem Anfangspunkt identisch, gegen unsere Voraussetzung. 
ber einem der beiden Rechtecke liegt also eine von einem Punkt 
n y ausgehende nicht geschlossene Kurve y,. Dieses Rechteck g, 
rlegen wir durch eine Mittellinie in zwei Quadrate und nehmen eines 
n ihnen, q,, über welchem eine von einem Punkt von y, ausgehende 
geschlossene Kurve y, verläuft, und fahren auf diese Weise fort. 
ie so erhaltene Folge ineinander enthaltener Rechtecke konvergiert 
‚gen einen Punkt P des Kreisinnern. — Nehmen wir jetzt einen 
reckenzug s aus einer Folge von Wegen bestehend, von denen 
‚r erste auf dem Rechteck g, den Punkt P, mit einem Eckpunkt 
‚n q, verbindet, der zweite diesen Eckpunkt von g, auf g, mit einem 
„kpunkt von g, verbindet usw. Es gibt laut unserer Bedingungen 
ige stetige Kurve s auf F, die über s liegt und deren Anfangs- 
ınkt P, ist. Sei P der Endpunkt von $ über P; um diesen Punkt P 
(bt es eine Umgebung U, in welcher je zwei verschiedene Punkte 
ei verschiedene Spurpunkte haben. Andererseits gibt es in be- 
‚biger Nähe von P ein Rechteck g,, über welchem eine von einem 
iınkt von s ausgehende ungeschlossene Kurve liegt. Aus diesem 
liderspruch ergibt sich die Unmöglichkeit unserer Annahme, nämlich, 
ß es eine mehrblättrige unverzweigte Überlagerungsfläche über einer 
ementarfläche gibt. 


[ 


| 


Das hiermit erhaltene Resultat läßt sich auch in der folgenden 
rm aussprechen: 


Monodromiesatz. Sei f(P) eine auf einer Elementarfläche (oder 
hgelfläche) erklärte Funktion mit der folgenden Eıgenschaft: zu jedem 
inkt P der Fläche F gibt es eine solche Umgebung U von P, daß 
'r in irgendeinem Punkt Q von U beliebig angenommene Wert f(Q) 
'h längs einer willkürlichen, in U verlaufenden, von ) ausgehenden 
Id dahin zurückkehrenden, einfachen geschlossenen Kurve stetig fort- 
‘zen läßt und die Fortsetzung für den Punkt Q denselben Funktions- 
rt wiedergibt. Dann führt die stetige Fortsetzung eines beliebigen 
Imktionswertes zu einer auf der ganzen Fläche F eindeutigen und 
tigen Funktion. 


Sonst gäbe es eine mehrblättrige unverzweigte Überlagerungs- 
che F über F, die auf die folgende Weise definiert wird: 
ler von einem festen Punkt O von F ausgehenden Kurve y, deren 
dpunkt in einem Punkt P von F liegt, ordnet man einen über P 
‚genden Punkt von F zu; zwei solche über demselben Punkt P von 
liegende Punkte P und P von F, die den Kurven y, und y, ent- 
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sprechen, sind dann und nur dann identisch, wenn die stetige Fort 
setzung des in O unter den Werten von f(O) beliebig aber fest ge 
wählten Funktionswertes f,(O) längs der Kurven y, und y, im Punkt} 
denselben Wert ergibt. — 

Umgekehrt läßt sich leicht über einer Fläche, die weder de 
Kugel noch dem Kreisinnern homöomorph ist, eine unverzweigte zwe 
oder mehr-) blättrige Überlagerungsfläche angeben. Auf einer solche 
Fläche gibt es nämlich entweder einen Rückkehrschnitt, der die Fläch 
nicht zerlegt, oder, wenn die Fläche schlichtartig ist, einen nicht zeı 
legenden (uneigentlichen) Querschnitt (der aus unendlich vielen, in de 
beiden Richtungen gegen zwei Randstücke konvergierenden Kante 
besteht). Wir schneiden die Fläche längs des Rückkehrschnittes bzy 
Querschnittes auf, nehmen zwei Exemplare der so aufgeschnittene 
Fläche und vereinigen sie zu einer einzigen Fläche auf die we 
daß wir das Dreieck A,, wenn es auf F, nicht aber auf der au 
geschnittenen Fläche mit dem Dreieck A, längs einer Kante k zı 
sammenhängt, längs der Kante k mit demjenigen Dreieck des andere 
Exemplars vereinigen, das dem Dreieck A, kongruent ist. Auf dies 
Weise entsteht eine zweiblättrige unverzweigte Überlagerungsfläche . 
über F. 

Unter den Überlagerungsflächen kommt eine grundlegende B 
deutung der sogenannten universellen Überlagerungsfläche zu. Sie wi 
auf die folgende Weise erklärt: sei O ein beliebiger, aber fest g 
wählter Punkt von F; jeder stetigen Kurve y auf F, deren Anfang 
punkt in O und deren Endpunkt in einem Punkt P von F liegt, on 


nen wir einen über P liegenden Punkt P von F zu; zwei sole 


Kurven y, und y, definieren dann und nur dann denselben Punkt 


von F, wenn auf F die stetige Kurve y, y,"!720, d.h. di 
eine stetige Deformation auf F auf einen Punkt von F zusamme 


ziehbar ist. Eine Umgebung des Punktes P auf F, der durch ei 
von O ausgehende und in P endigende Kurve y definiert ist, wi 
folgendermaßen erklärt: wir nehmen eine Umgebung U von P auf 
und betrachten sämtliche in dieser Umgehung verlaufende, von 
ausgehende Kurven y’; die durch die Kurven yy’ definierten Punk 
von F bilden eine Umgebung von P auf F. — Da jede Kurve a 
einer beliebigen unverzweigten Überlagerungsfläche F von F, die üb 
einer der Null homotopen Kurve der Grundfläche F verläuft, au 
selber geschlossen und auf einen Punkt von F zusammenziehbar i 
so können wir die charakteristische Eigenschaft der universellen Üb 
lagerungsfläche auch so aussprechen: eine stetige Kurve 7 auf; 
deren Spur y auf F eine geschlossene stetige Kurve ist, ist dann u 
nur dann geschlossen, wenn auf jeder unverzweigten Überlagerung 
fläche F von F jede über y liegende Kurve geschlossen ist. Die 
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egriffliche Definition werden wir später durch die Konstruktion der 
ıniversellen Überlagerungsfläche erläutern. 

Aus der Definition folgt, daß die universelle Überlagerungsfläche 
seine mehrblättrige unverzweigte Überlagerungsfläche haben kann; 
ine solche wäre nämlich auch über der Grundfläche F eine unver- 
weigte Überlagerungsfläche und es gäbe auf ihr eine ungeschlossene 
Zurve, deren Spur auf F eine geschlossene stetige Kurve ist. Nach 
lem Obigen ist also die wumiverselle Überlagerungsfläche einfach zu- 
ammenhängend, d.h. entweder der Kugel oder dem Kreisinnern homöo- 
norph. — Ersteres ist dann und nur dann der Fall, wenn die Grund- 
läche F die Kugelfläche oder die projektive Ebene ist; dement- 
‚prechend ist F ein- bzw. zweiblättrig. Sonst ist die universelle Über- 
agerungsfläche unendlichvielblättrig (es sei denn, daß die Grundfläche 
ine Elemtarfläche ist) und dem Kreisinnern homöomorph. — Um- 
sekehrt ist die universelle Überlagerungsfläche durch die Eigenschaft 
les einfachen Zusammenhangs unter allen unverzweigten Überlage- 
ungsflächen ausgezeichnet. 

Die universelle Überlagerungsfläche F besitzt eine Gruppe von 
Jecktransformationen auf sich, bei denen jeder Punkt von F in einen 


iber demselben Punkt von F liegenden Punkt von F übergeht. Für 
len Fall, daß. F Kugelfläche oder Elementarfläche ist, besteht diese 
sruppe aus der Identität; wenn F die projektive Ebene ist, enthält diese 
zruppe außer der Identität noch eine involutorische Transformation (d.h. 
ine solche, deren Quadrat die Identität ist). In anderen Fällen besteht 
lie Gruppe aus unendlich vielen Transformationen, von denen, abgesehen 
on der Identität, keine einen Fixpunkt besitzt, d.h. von denen jede jeden 
sunkt von F in einen von ihm verschiedenen Punkt von F überführt. 

Sei t eine beliebige Decktransformation von F, bei welcher der 
Punkt P in den Punkt P’ übergeht, und sei P der gemeinsame Spur- 
‚unkt von P und P’ auf F. Wir nehmen eine gerichtete stetige 
Aurve y, auf F, deren Anfangspunkt in P und Endpunkt in P’ liegt; 
ie Spur dieser Kurve ist eine geschlossene stetige Kurve y, auf F. 
Nie auch eine andere stetige Kurve y, auf F gewählt wird, die 
inen Punkt 9) mit seinem bei £ entstehenden Bildpunkt 0% verbindet, 
amer ist ihre Spurkurve y, auf F mit y, homotop in dem Sinne, 
aß die gerichtete Kurve y, sich durch eine stetige Deformation auf F 
1 die gerichtete Kurve y, überführen läßt. Verbinden wir nämlich den 
infangspunkt von y, mit dem Anfangspunkt von y, durch eine solche 
tetige Kurve /, über welcher eine die Punkte P und OÖ verbindende stetige 
{urve ] liegt, so ist das Bild 7 von / bei £ eine die Bildpunkte P’ 
nd 0’ verbindende stetige Kurve. Die Kurve zn ist eine 
eschlossene stetige Kurve auf F, ihre Spurkurve muß also auf F 
v. Ker&kjärtö, Topologie, 12 
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homotop O sein, folglich ist y,r£y,. — Jeder Decktransformatioı 
von F entspricht somit eine gerichtete Homotopie (d. h. eine bi: 
auf Homotopie bestimmte gerichtete geschlossene stetige Kurve) 
Sei andererseits y eine gerichtete geschlossene stetige Kurve auf E 
die vom Anfangspunkt P nach P zurückführt. Sei P ein festgewählte, 
über P liegender Punkt von F und y die stetige Kurve auf F, die 
über y liegt und deren Anfangspunkt in P ist; ordnen wir den 
Punkt P als Bild den Endpunkt P’' dieser Kurve zu, so ist zunächs 
die Decktransformation £ für diesen über P liegenden Punkt erklärt 
Sei dann Q ein beliebiger anderer Punkt von F und / eine stetige Kurve 
auf F, die 0) mit ? verbindet. Sei ferner / die Spur von ! und 
diejenige über / liegende Kurve auf F, deren Endpunkt in P’ liegt 
den Anfangspunkt 0% dieser Kurve / ordnen wir als Bildpunkt dem 
Punkt OÖ zu. Auf diese Weise wird eine topologische Abbildung vor 
F auf sich selbst erklärt, die eine Decktransformation von F darstellt 
und die außer der gegebenen Kurve nur noch von der Wahl des 


Er 


Punktes P von F abhängt. | 

Betrachten wir die zu einem Punkt P von F gehörigen gerichteten 
Homotopien auf F; zwei gerichtete geschlossene stetige Kurven, deren 
Anfangs- und Endpunkte in P liegen, definieren dann und nur dann 
dieselbe zu P gehörige gerichtete Homotopie, wenn sie durch eine 
den Anfangs- und Endpunkt festhaltende stetige Deformation auf Z 
ineinander übergeführt werden können. Als Zusammensetzung y, % 
von zwei gerichteten geschlossenen stetigen Kurven y, und y,, mit 
dem gemeinsamen Anfangs- und Endpunkt P erklären wir diejenige 
gerichtete geschlossene stetige Kurve, die entsteht, indem man zuerst 
die Kurve y, und dann die Kurve y, im angegebenen Sinne umläuft, 
Auf diese Weise ist die Komposition der zu P gehörigen Homotopien 
erklärt. — Zwischen den Decktransformationen von F und den zu 
einem Punkt P von F gehörigen gerichteten Homotopien von F besteht 
eine holoedrische Isomorphie; hat man zu einer solchen Homotopie 
eine zugehörige Decktransformation festgelegt, so entspricht jeder sol- 
chen Homotopie a eine bestimmte Decktransformation Z, von F und 
umgekehrt, und der Homotopie ab entspricht das Produkt £,t, der 
entsprechenden Decktransformationen. 


Wir können die zu einem Punkt P gehörigen gerichteten Homo: 
topien von F als Elemente einer abstrakten Gruppe auffassen, die 
nach Poincare als Fundamentalgruppe von F bezeichnet wird. Sie ist 
offenbar unabhängig von dem speziell gewählten Punkt P, und stellt 
mithin eine topologische Invariante der Fläche F dar. 


Sei g eine invarlante Untergruppe der Fundamentalgruppe 6; 
ihr entspricht eine ebenfalls invariante Untergruppe der Gruppe der 
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jecktransformationen. Indem wir die Gesamtheit der bei dieser 
ntergruppe äquivalenten, d. h. ineinander übergeführten Punkte von F 
is einen einzigen Punkt eines zu definierenden Gebildes betrachten, 
ekommen wir eine andere Fläche, die ebenfalls eine unverzweigte Über- 
gerungsfläche von F darstellt; diese Überlagerungsfläche ist ebenso 
ie die universelle Überlagerungsfläche regulär in dem Sinne, daß 
jemals über einer geschlossenen stetigen Kurve auf F sowohl eine 
eschlossene wie auch eine ungeschlossene Kurve auf der Überlage- 
ıngsfläche liegen kann. Umgekehrt entspricht auch jeder unver- 
weigten regulären Überlagerungsfläche von F eine invariante Unter- 
ruppe der Fundamentalgruppe. 

Die obigen Begrifisbildungen werden wir jetzt an einigen Bei- 
ielen erläutern. Sei F eine geschlossene orientierbare Fläche vom 
eschlecht $(> 0). Die universelle Überlagerungsfläche F von F 
onstruieren wir folgendermaßen. Wir schneiden die Fläche F längs 
nes kanonischen Rückkehrschnittsystems (a, , ag, ..-, @,, di, ba» .--, D,,) 
ıf; diese Rückkehrschnitte sollen sämtlich durch einen Punkt O der 
läche F gehen und außerdem keinen gemeinsamen Punkt haben; 
@] einem positiven Umlauf um O sei (a, ,b,, 44 Di @g, Da, Ag Dg> - - -; 
" by» Ay b,) die zyklische Reihenfolge dieser Linien. Von der auf- 
eschnittenen Fläche F’ nehmen wir unendlich viele Exemplare und 
dnen jeder zu O gehörigen Homotopie y ein Exemplar F’, zu; dann ver- 
nigen wir das Ufer a; von F/, mit dem Ufer a, von F yo, so daß dabei 
‚ein bezug auf F kongruenten Punkte der beiden Exemplare identifiziert 
‚erden und ebenso das Ufer b; von F/, mit dem Ufer d; von Fya,: 
‚- Ist etwa #=1, also F eine Torusfläche, so können wir die 
ngs der Rückkehrschnitte a,b (von denen a ein Meridiankreis, 5 
n Parallelkreis sein möge) aufgeschnittene Fläche als Quadrat ın 
‚r Ebene darstellen. Wegen der Homotopie aba-!b-1720, also 


ırsba läßt sich jede Homotopie y in der Form a”b” schreiben. 
‚dnen wir yrea”b" das Quadrat der (x,y)-Ebene mit den Eck- 
inkten (m,n), (m --1,n), (m +1,n-+1),(m,n-—-1) als Exemplar 
‚ zu; die vorgeschriebenen Identifizierungen der Konturen sind dann 
n selbst gegeben- Die universelle Überlagerungsfläche der Torus- 
che erscheint so als die unendliche Ebene; je zwei kongruente 
nkte der Ebene, d. h. solche Punkte, deren Abszissen und Ordı 
ten um ganze Zahlen verschieden sind, liegen über demselben 
nkt der Torusfläche. | 

Sei F eine orientierbare geschlossene Fläche vom Geschlecht 


>1). Ihre universelle Überlagerungsfläche F bilden wir topo- 

isch auf das Innere des Einheitskreises ab. Wir nehmen ein 

nonisches Schnittsystem auf F und übertragen diese Zerschnei- 

ng auf die Fläche F: so entsteht eine Zerlegung von F in un- 
12* 
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endlich viele berandete Flächen, deren jede der aufgeschnittene 
Grundfläche homöomorph ist. Durch die Abbildung von F auf da 
Kreisinnere entspricht jeder solchen berandeten Teilfläche von Fe 
von einer einfachen geschlossenen Kurve berandeter Bereich im Krei 
innern, deren Rand aus 45 Bögen zusammengesetzt ist, entsprechen 
den bei dem kanonischen Aufschneiden von F entstehenden 45 Rank 
linienstücken a] ‚bi ,aı ,dbı 2 ige 45, b;. Zwei Punkte 
Kreisinnern sollen kongruent heißen, wenn sie demselben Punkt de 
Fläche F entsprechen. Den Decktransformationen von F entspreche 
topologische Abbildungen des Kreisinnern auf sich selbst ohne Fn 
punkt, bei denen die Systeme von kongruenten Punkten ungeändeı 
bleiben, d.h. jeder Punkt in einen kongruenten Punkt übergeht. Di 
kongruenten Punkte haben im Kreisinnern keinen Häufungspunkt, di 
Gruppe ist ım Kreisinnern diskontinuierlich. 

Die oben dargestellten Tatsachen spielen bekanntlich in der Un 
formisierungstheorie eine wichtige Rolle. Ist die Grundfläche F ein 
algebraische Riemannsche Fläche vom Geschlecht $ (> 1), so folg 
aus analytischen Betrachtungen, daß der universellen Überlagerung: 
fläche als eineindeutiges konformes Bild das Kreisinnere und de 
Decktransformationen eineindeutige konforme Abbildungen des Krei: 
innern auf sich, also lineare Transformationen, entsprechen. Bk 
trachtet man das Innere des Einheitskreises vermittels einer hype 
bolischen Maßbestimmung als eine hyperbolische Ebene, so erscheint di 


der Gruppe der Decktransformationen von F entsprechende Grupp 
von Abbildungen des Kreisinnern auf sich als eine diskontinuierlich 
Gruppe G von Bewegungen der hyperbolischen Ebene. — Wenn, 
eine algebraische Riemannsche Fläche vom Geschlecht p>1 5 
so handelt es sich darum, die auf F eindeutigen meromorphe 
Funktionen als eindeutige analytische Funktionen einer komplexen Ve 
änderlichen Z auszudrücken. Die komplexe Veränderliche ? der Ei 
heitskreisscheibe, auf welche die universelle Überlagerungsfläche koı 
form abgebildet wurde, ergibt eben den Uniformisierungsparameter 
die zur gegebenen Riemannschen Fläche gehörigen algebraische 
Funktionen werden als eindeutige automorphe Funktionen ausgedrück 
welche zu der linearen Transformationsgruppe G gehören. 


Eine andere in der Uniformisierungstheorie vorkommende Übe 
lagerungsfläche wird auf die folgende Weise erklärt: sei F eine orie 
tierbare geschlossene Fläche vom Geschlecht 5 >0 und a,, b,, «= 
a, 6, ein kanonisches Rückkehrschnittsystem auf F. Wir betrachte 
dıe Untergruppe g der Fundamentalgruppe, die von den Op 
rationen b,, b,,..., b, erzeugt wird; jeder Operation dieser Grupf 
und jedem Punkt P von F ordnen wir einen über P liegend 
Punkt P der zu definierenden Überlagerungsfläche zu; zwei Punkte 
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\nd P sind dann und nur dann identisch, wenn sie sowohl zu dem 
‚leichen Punkt P von F, wie auch zu der gleichen Operation der 
jruppe g gehören. Die Umgebungsbeziehungen von F. übertragen 


‚ich in natürlicher Weise auf diese Gesamtheit von Punkten P, wenn 


‚er Identität entsprechenden Punkte erklären. — Die Gesamtheit 
\ieser Punkte P bildet eine unverzweigte Überlagerungsfläche F 
‘on F. — Eine konstruktive Herstellung dieser Überlagerungsfläche 
ırgibt sich so, daß man die Fläche F längs $ einander nicht treffender, 
ie Fläche F zusammen nicht zerlegender Rückkehrschnitte a, ,a,,..-, A, 
ufschneidet, an jede Kontur der aufgeschnittenen Fläche je ein Ex- 
mplar derselben ansetzt usw., so daß immer die Kontur a,” des einen 
xemplars mit der Kontur a,” des anderen Exemplars identifiziert 
ird; dabei sollen immer an je zwei Rändern der eben erhaltenen 
läche zwei verschiedene Exemplare angesetzt werden. So entsteht 
ine schlichtartige Fläche, die für den Fall, daß das Geschlecht # 
on F gleich 1 ist, einer Zylinderfläche homöomorph ist, für $ >1 eine 
läche mit einer perfekten Randmenge darstellt. — Bildet man die 
ings a,,a,,..., a, aufgeschnittene Fläche F auf einen unbeschränkten 
penen Bereich ab, der von 2 geeignet gewählten Kreisen R},R7,.--, 
En k, berandet ist und nimmt man als das an einem Randkreis R,* 
zw. k, neu hinzufügendes Exemplar den durch Spiegelung des ersten 
ereiches an diesem Randkreis entstehenden Bereich, so wird die Über- 
‚gerungsfläche derart erhalten, daß wir die Randkreise k,', k,” an jedem 
andkreis spiegeln, sämtliche so entstehende Kreise wieder an jedem 
reis spiegeln usw. und dann die perfekte, nirgends zusammenhängende 
[enge derjenigen Punkte der Ebene, die im Innern von unendlich vielen 
Slchen Kreisen liegen, aus der Ebene fortlassen. Diese Betrachtungen 
ommen in der Theorie der Uniformisierung von reellen algebraischen Ge- 
lden und der automorphen Funktionen vom Schottkyschen Typus vor. 
Wir erwähnen noch die Überlagerungsfläiche der Kommutatoren 
3er einer geschlossenen orientierbaren Fläche vom Geschlecht D>O. 
etrachten wir die Kommutatoren der Fundamentalgruppe G von F, 
'h. die Operationen von der Form: x,—=a,b,a, !b,"!(wobeia,,a,.,..., ne 
‚db, ..., b, ein Fundamentalsystem bilden), ferner ihre Transformierten 
«,t ‘ mit allen Elementen ? von G, und die von ihnen erzeugte in- 
iriante Untergruppe I' von G. Zwei gerichtete stetige Kurven y, 
ıd y, auf F, deren Anfangs- und Endpunkte in einem Punkt P 
»n F liegen, definieren dann und nur dann denselben Punkt von F, 
enn die Kurve y, y5' einem Element der Gruppe I'entspricht. Anders 
sagt, eine Kurve auf F ist dann und nur dann geschlossen, wenn 
re Spurkurve auf F einer Fundamentalkurve von der Form: 


vı —1 v9 —ı vr = 
Han lkoslgi =, Kan de 
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homotop ist. — Konstruktiv läßt sich diese Fläche derart darstellen 
daß man die Fläche F längs der # einander fremden Rückkehrschnitt 
paare (a,, b,) aufschneidet, von der so erhaltenen, von $ Konturen 
berandeten Fläche F’ unendlich viele Exemplare nimmt, jeder Kom 
position 


u pri gie pa Ka, ;=1,2,.,d 6% | 

Acı & As &o ud Aar Ür . . 
u, 9%, —= ganz, nicht beide Null 

&ı 23 Ür 


je ein Exemplar F’ er ae re) und der 0-Komposition mit fort 
fallender Indexfolge ein Exemplar F,/ zuordnet, ferner das Ufer a,* (i=+«, 


& . ar & ; 

von F’ ( s,, HE) mit dem Ufer a,” von F’ E33 Ba RE das Ufer a} 
& & 

von F’ BR u) mit dem Ufer a,, von F’( ee De ZEN vereinigtt), sc 


daß in bezug auf F kongruente Punkte miteinander identifiziert wer 
den und die entsprechenden Identifizierungen auch für die Ufer 5 
analog durchführt. Um eine Übersicht über diese Konstruktion zı 
haben, stellen wir die längs der $ Rückkehrschnittpaare aufgeschnitten« 
Fläche F’ als einen ebenen Bereich dar, der von 5 Konturen beran 
det ist, deren jede aus vier geeignet gewählten Kreisbögen besteht 
dem Ansetzen eines neuen Exemplars entspricht eine Spiegelung de, 
Bereiches an je einem Randkreisbogen. Die erhaltene Überlagerungs 
fläche ist für das Geschlecht p—=1 eine schlichtartige Fläche mi 
einem Randstück, für 5 >1 eine schlichtartige Fläche mit perfekte 
Randmenge. | 

Es sei endlich die Überlagerungsfläche der Homologien oder de 
Integrale erwähnt. Sei F eine geschlossene orientierbare Fläche von 
Geschlecht 9 >0. Wir betrachten die Homologien auf F; zwei ge 
richtete stetige Kurven y, und y,, die vermöge eines Fundamental 
systems von Kurven auf F mit den Fundamentalkurven d,, da; Be. d, 


(zwischen denen die Homotopie dı ds Base . . dep il dep ds; 1 dsp 2 rn ( 
besteht) in der kanonischen Form 


VI 0e, Goran 

Yar ds, ds, Es d;, 
dargestellt werden, nennen wir homolog, wenn ihre kanonischen Daı 
stellungen durch Abänderung der Reihenfolge ihrer Elemente in di: 
gleiche Form gebracht werden können. Wie man sieht, ist der Begrit 
der Homologie unabhängig von dem speziellen Fundamentalsystem. — 
Die Überlagerungsfläiche der Homologien wird nun durch die folgend: 
Erklärung definiert: sei P ein beliebiger Punkt von F, und seien y 
und y, zwei gerichtete geschlossene stetige Kurven auf F mit dem ge 
meinsamen Anfangs- und Endpunkt P; sie definieren dann und nur danı 
denselben über P liegenden Punkt P von F, wenn sie auf F einande 


ı) Wenn u,=»,+1=0 ist, fällt das letzte Glied der Indexfolge fort, so 


daß dieselbe sich auf ir ER 277, ‚) und im Falle r=1 auf O0 reduziert. 
1 Mr—1Vr— 


$. 2. Überlagerungsflächen. 183 


homolog sind. Aus dieser begrifflichen Definition läßt sich die folgende 
xonstruktive Herstellung der Überlagerungsfläche entnehmen. Wir bestim- 
nen auf F p einander fremde Rückkehrschnittpaare (a,» b,); N (a, b,); 
ınd schneiden längs derselben die Fläche F auf; so entsteht eine 
»erandete Fläche F’ mit der Eigenschaft, daß jede auf ihr verlaufende 
seschlossene stetige Kurve auf F homolog O ist. Wir nehmen un- 
:ndlich viele Er von F’ und ordnen jeder Homologie 


a1 aa°...ay bi. bar...b5 (m, n,= ganze Zahlen) 


in Exemplar bh Keesszu, Qalmmcreinigense wir dassllter bz 
h [4 : _ [4 

on ee a Mei etie mit dem Ufer b} von En mu Almo nee m 
so daß in bezug ‘auf F kongruente Punkte miteinander identifiziert 
Ben), ebenso die Ufer a; und a, von Pi mm..n..m und 
mp mecenztl...n: — Daß die Randmenge der. so entstehenden 
'läche aus einem einzigen Randstück besteht, erkennt man folgender- 
\naßen. Nehmen wir für jedes n—=1,2,... die berandete Fläche ©), 


je aus sämtlichen Flächen F,,...mp nı...n. , für welche: 


' Re N 

st, zusammengesetzt wird; je zwei Konturen von D®“) lassen sich auf 
”— 8) miteinander verbinden; betrachten wir nämlich irgend zwei 
k 


(onturen von DB, an denen etwa die Exemplare F’ mit den Index- 
’ 


gen 0= m, my... Mm, N,Ng...n, und 0 —= m,'My...M, N Ng + N, 
ngesetzt werden, wobei 

| Im, | + m, ne rate liche ee ta 
nd ebenso 19% I=n-+1 ist, so können wir eine solche Kette 0’=o, 
2. 0,—= 0’ von Indexfolgen angeben, daß |o,|>n-+1 ist, Fer 
:de Indexfolge o,,, aus o, dadurch entsteht, daß eine einzige in o, 
arkommende Zahl m, oder n, um eins vermehrt oder vermindert 
ird, während die anderen ungeändert bleiben!)., — An denjenigen 
xemplaren F’, die den Indexfolgen o,, o,, ..., o, entsprechen, 
ssen sich nunmehr die beiden betrachteten Konturen von ® ver- 
nden. — Die Überlagerungsfläche F hat also ein einziges Rand- 
ück. — Für 5 =1 ist die Überlagerungsfläche F schlichtartig und 
it der universellen Überlagerungsfläche identisch, da nämlich auf der 
orusfläche je zwei homologe Kurven auch homotop sind. Für 9 >1 
it die Überlagerungsfläche F kein endliches Geschlecht; die Rück- 
hrschnitte von F, die der geschlossenen stetigen Kurve a,b, ay'b," 
ıf den Exemplaren (m, My... M, N,Ng--.N,) = 2790%.2, 0,07 0:280) 
=(, 1, 2,...) entsprechen, sind einander fremd und zerlegen 
sammen die Fläche F nicht. Bemerkt man noch, daß F_ orien- 
rbar ist, so ist damit der topologische Charakter von F voll- 
‚ändig beschrieben; sie ist also eine orientierbare Fläche mit einem 


no 


) Stellt man o, als Gitterpunkte im 2p-dimensionalen Raume dar, so 
die Bedeutung dieser Behauptung unmittelbar klar. 
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einzigen Randstück zweiter Art und ist etwa den im Beispiel 3 de 
vorigen Paragraphen dargestellten Flächen homöomorph. 

Wenn F eine algebraische Riemannsche Fläche vom Geschlech 
p>0 ist, so ist die soeben erklärte Fläche F die Riemannsch 
Fläche der zu F gehörigen Abelschen Integrale erster und zweite 
Gattung. Die Riemannsche Fläche der transzendent normierten Inte 
grale zweiter Gattung (deren Perioden auf den Rückkehrschnitte: 
A b, eines kanonischen Schnittsystems gleich O sind) erhäl 
man, indem man die Fläche F längs der einander fremden Rück 
kehrschnitte a,,a,,..., a, aufschneidet, von der so erhaltenen beran 
deten Fläche unendlich viele Exemplare nimmt, jeder Kompositioı 

N FR n, — ganze Zahlen) 

ein Exemplar Fy,n,...n, zuordnet und das Exemplar Fy ns...nz...n la 
der Kontur ag an die Kontur a; des Exemplars Fy ns..nzti. 
ansetzt. Die so entstehende Fläche ıst für 5=1 einer. Zylinder 
fläche homöomorph, für $ > 1 eine orientierbare Fläche mit einen 
einzigen Randstück zweiter Art. Zum Beispiel nehme man für 9 ä 
als Exemplar F,,„, denjenigen Teil der im Eeispiel 3 des vorige) 
Paragraphen beschriebenen Fläche, welcher über dem Quadrat de 
(x, y)-Ebene mit den Eckpunkten (x, y)=(n, +3,n, #3) liegt um 
als Konturen aY,a,,at},a, derselben der Reihe nach diejenige 
Kreise auf der Fläche, deren Mittelpunkte in den Punkten (n, + 3, ns) 
(n, — 3: N), (NN, +23) (nn, — 3) der (x, y)-Ebene liegen; 
diesen Fall läßt sich die Fläche direkt in die daselbst gegebene Forn 
bringen. — Die hier behandelten Fragen haben auch in der Theori 
der Abelschen Funktionen ihre Bedeutung. — 

Die universelle Überlagerungsfläche und auch die Überlagerung: 
fläche der Homologien sind allein durch die Grundfläche bestimm 
Dagegen sind die anderen in diesem Paragraphen behandelten Übeı 
lagerungsflächen außer der Grundfläche F noch von den auf F ar 
gebrachten Rückkehrschnitten (a,, b,) bzw. (a,) abhängig. 

Die universelle Überlagerungsfläche ist zugleich Überlagerung: 
fläche sämtlicher anderen unverzweigten Überlagerungsflächen; si 
ist etwa über der Fläche der Kommutatoren und diese über der Fläch 
der Homologien eine unverzweigte Überlagerungsfläche. Ebenso i 
die auf S. 181 dargestellte Schottkysche Überlagerungsfläche eine ui 
verzweigte Überlagerungsfläche über der eben erwähnten Riemannsche 
Fläche der Normalintegrale zweiter Gattung. 

In der Uniformisierungstheorie spielen ferner die verzweigte 
Überlagerungsflächen eine wichtige Rolle. Als Signaturen werde 
gewisse Punkte P,, P,, ..., mit den zugehörigen (endlich ode 
unendlich hohen) Verzweigungsordnungen angegeben, und es werde 
solche Überlagerungsflächen konstruiert, die bei diesen Punkten Ve 
zweigungen der angegebenen Ordnungen haben. 


Sechster Abschnitt. 


Abbildungen von Flächen. 


S 1. Abbildungen und Deformationen. 


Wir betrachten eine (abgeschlossene) Kreisscheibe k und eine 
'opologische (d. h. eineindeutige stetige) Abbildung ? von k auf sich 
selbst!). Nach dem Satz von der Gebietsinvarianz (II $ 3) geht jeder 
nnere Punkt von *k bei Z wieder in einen inneren Punkt über, das- 
’ gilt von der inversen Abbildung 1, so daß also die Rand- 
bunkte von k sowohl bei # wie auch bei #’! wieder in Rand- 
yunkte übergehen; die Kreislinie wird also bei £ topologisch auf sich 
"elbst abgebildet. Wenn wir dem Kreis einen positiven Umlaufssinn 
irteilen, wird ihm bei der Abbildung f ein bestimmter Umlaufssinn 
lesselben entsprechen; einer angegebenen In- 

likatrix der Kreisscheibe entspricht somit bei t 

wieder eine bestimmte Indikatrix. Je nachdem 

lie ursprüngliche und die bei # entstehende 

ndikatrizes gleich bzw. entgegengesetzt sind, 

verden wir sagen, daß ? die Indikatrix erhält 

zw. umkehrt. In ähnlichem Sinne sprechen wir 

‘on der Erhaltung bzw. Umkehrung der Indika- 

tix bei einer topologischen Abbildung einer be- Fig. 39. 
ebigen orientierbaren Fläche auf sich. 

Hier wollen wir beiläufig bemerken, daß eine nur im Kreis- 
anern erklärte topologische Abbildung des Kreisinnern auf sich selbst 
icht notwendig eine topologische Abbildung für die Peripherie de- 
niert (wie etwa bei konformen Abbildungen). Ein Beispiel dafür ist 
'twa das folgende°): 


| 
Er \ (r,@ = Polarkoordinaten des Punktes (r, @), 


‚e=9p-+1g (rn) j r,o' die des Bildpunktes von (7, 9)). 


| 1) Darunter verstehen wir, daß auch jeder Punkt von *k zur Bildmenge 
"ehört. 


2) Siehe Study Konforme Abbildung, S.45; Hausdorf Grundzüge der 
lengenlehre, S. 381. 
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Einem Radius entspricht eine spiralartig um die Peripherie sich her- 
umwindende Linie /, einem beliebigen Punkt der Peripherie ent: 
spricht als Bild die ganze Peripherie sowohl bei # wie auch bei £1, 

Wir betrachten nun eine topologische Abbildung der (abge. 
schlossenen) Kreisscheibe k auf sich mit erhaltener Indikatrix; dar- 
über gilt der folgende 

Deformationssatz von Tietze: Jede die Indikatrıx erhaltende topo- 
logische Abbildung der Kreisscheibe auf sich läßt sich durch eine topo- 
logische Deformation in die Identität überführen. 

Dabei verstehen wir unter einer Zopologischen Deformation eine 
Menge {t,} von topologischen Abbildungen der Kreisscheibe auf sich, 
welche eindeutiges stetiges Bild des Intervalles O<A<1 ist, im 
folgenden Sinne: jeder Zahl A entspricht eine Abbildung {,; wenn 
die Zahlen A,, A,, ... gegen die Zahl A, konvergieren, so konvergieren 
die entsprechenden Abbildungen 2, , &,,... gegen die der Zahl A, 
entsprechende Abbildung 7,,, d. h. die Bilder P,, P,,... eines be 
liebigen Punktes P bei den Abbildungen ,,, &,, ... konvergieren 
gegen das Bild P,, von P bei i,,. — So ist eine topologische Deformation 


der beiden Abbildungen 2,,i,, die den Werten A=0 und A=1 de 
Parameters entsprechen, ineinander erklärt. Im obigen Satz ist eine 
dieser beiden Abbildungen, etwa Z,, die Identität, die andere £, die 
im voraus gegebene topologische Abbildung Z der Kreisscheibe aul 
sich. — Eine Vorstellung von einer solchen Deformation erhäli 
man, indem man 4 als Zeit und die Deformation als eine Bewegung 
der Punkte betrachtet, die in der Zeit O<A<1 stetige Kurven be 
schreiben, so daß in keinem Zeitpunkt zwei ursprünglich verschiedene 
Punkte sich an dem gleichen Ort befinden. 

Der Deformationssatz wird von Tietze auf das folgende Lemm 
zurückgeführt: Seien 1, und 1, zwei einfache Bögen mit gemeinsamen 
Endpunkten, die, abgesehen von ihren beiden auf dem Rand von k 
liegenden Endpunkten, im Innern von k verlaufen; es läßt sich eine 
solche topologische Deformation von R bestimmen, bei welcher jede 
Punkt des Randes ungeändert bleibt und der Bogen 1, in 1, übergeht 

Den Beweis des Lemmas stützen wir nach Antoine auf den ir 
I $ 2 dargestellten Abbildungssatz. Wir setzen voraus, daß die 
Bögen /, und /,, abgesehen von ihren Endpunkten, keinen Punkt ge 
meinsam haben; wäre dies nicht der Fall, so nehmen wir einer 
dritten Bogen /,, der die beiden Endpunkte von /, verbindet und 
abgesehen von diesen beiden Punkten, sowohl von /, wie auch von}, 
fremd ist (vgl. S. 87, Satz I); wir deformieren dann ], in /, und dann], 
in 2,. Seien also gleich /, und /, zwei abgesehen von ihren gemeinsamer 
Endpunkten voneinander freie Bögen; durch /, und /, wird die Kreis 
scheibe in drei Teile I, I, III zerlegt (s. Fig. 40. Wir nehmer 
eine andere Kreisscheibe k’ und in dieser zwei Kreisbögen 1,’ und 
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die zwei gegenüberliegende Punkte der Peripherie verbinden. Wir 
Jestimmen dann je eine topologische Abbildung der Bögen /,, 1, und 
der beiden Kreisbögen b,, b,, welche durch die Endpunkte von 1, 
ınd /, auf dem Rand von %k bestimmt werden, auf die entsprechen- 
len Bögen in A’, so daß dabei jedem der beiden Endpunkte von 1, 
in bestimmter Endpunkt von /,’ entspricht, und, wie in k etwa 
lie Bögen b, und /, zusammen einen von /, freien TeilI von k be- 
‘anden, so auch die Bögen b, und /,’ einen von /, freien Teil I von 
? beranden. Die auf dem Rand von I erklärte Abbildung, durch 
welche b, und /, in 5b,’ und /,’ übergeführt werden, läßt sich nach 
I$2 für das Gebiet I topologisch erweitern, so daß dasselbe in 
as Gebiet I von %’ übergeht; ebenso verfahren wir in bezug auf 
lie Gebiete II und II, so 
laß eine topologische Ab- 
Dildung von k auf k' ent- 
teht, die die Bögen /, und 
„ in die Bögen 7,’ und /,/ 
iberführt. Auf %’ können 
vir nun gleich eine topolo- 
we Deformation angeben, Fig. 40. 

lie 2)’ in 2,’ überführt und 

‚sden Randpunkt ungeändert läßt, nämlich eine solche längs der paralle- 
ien Linien, die auf dem Durchmesser durch die Endpunkte von 2,’ und /,’ 
‚enkrecht stehen. Dieser Deformation entspricht laut der Abbildung 
on k’ auf k eine topologische Deformation von k, die den Bogen 
in /, überführt und jeden Randpunkt ungeändert läßt. — So- 
at ist das Tietzesche Lemma bewiesen. — Wir bemerken noch 
olgendes, was sich aus dem Obigen ebenfalls mit ergibt: sei eine 
»pologische Abbildung von 2, auf /, gegeben, die die Endpunkte 
ngeändert, d. h. jeden von ihnen sich selbst entsprechen läßt; es 
iBt sich eine solche topologische Deformation der Kreisscheibe an- 
leben, bei der jeder Punkt von /, in den ihm laut der gegebenen Ab- 
ldung entsprechenden Punkt von /, übergeht und jeder Randpunkt 
ngeändert bleibt. 

Nehmen wir nun die gegebene topologische Abbildung Z der 
‚reisscheibe auf sich. Zuerst deformieren wir die Kreisscheibe % 
erart, daß aus der Abbildung ? eine solche Abbildung i, entsteht, die 
:den Randpunkt sich selbst entsprechen läßt. Sei nämlich & der 
Vinkel eines beliebigen Randpunktes (0 <p<2n), und @ der 
aines Bildpunktes; letzterer sei so bestimmt, daß dem Punkt 9=0 
er Kreislinie ein Wert 9, und jedem anderen @ ein Wert op’ 
vischen @, und @, + 2r entspricht. Für den Rand erklären wir 
ann folgende Deformation: O</A<I1, n=o+4A(p — go); den 
Verten O0 bzw. 1 des Parameters A entspricht auf dem Rand die 


b, b2 by 6, 
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gegebene Abbildung bzw. die Identität. Diese Deformation übertragen 
wir auf die ganze Kreisscheibe mittels der Formeln: 

PT, 

n=yo+iP— 9); 

(v;, 9) bedeutet das Bild des Punktes (r, p) im Zeitpunkt 4. 


osısıı 


Des leichteren Ausdrucks wegen nehmen wir nun statt der Kreis 
scheibe einen Quadratbereih O<xr<1, 0<y<1, auf welcher 
wir die Kreisscheibe %k topologisch abbilden und dadurch die Abbil 
dung 2, übertragen; die entsprechende topologische Abbildung des 
Quadratbereiches auf sich bezeichnen wir wieder mit £,. Nun sei ], 
eine der beiden Mittellinien des Quadrates und /,’ ihr Bild bei & 
nach dem obigen Lemma läßt sich 7,’ in /, durch eine topologische 
Deformation des Quadratbereiches überführen, bei welcher jeder Rand 
punkt ungeändert bleibt und zwar so, daß jeder Punkt von 2,’ it 
denjenigen Punkt von 2, übergeht, dessen Bild er bei i, ist; durch 
diese Deformation entsteht aus Z, eine andere topologische Abbil 
dung £, des Quadratbereiches auf sich, die jeden Randpunkt und 
jeden Punkt der Mittellinie Z, ungeändert läßt. — Nun nehmen wıı 
die beiden durch /, bestimmten Hälften des Quadrates und die auf], 
senkrechte Mittellinie /,; in jeder Hälfte wenden wir eine topologische 
Deformation an, die die Randpunkte ungeändert läßt und das Bild vor 
l, in l, überführt, so daß jeder Bildpunkt von /, bei, in den ihm be 
tz! entsprechenden Punkt von /, übergeht; hierdurch entsteht aus % 
eine topologische Abbildung i, des Quadratbereiches auf sich, die 
außer dem Rand noch sämtliche Punkte der Mittellinien /, und /, un 
geändert läßt. Wir nehmen nun in den vier durch 2, und /, be 
stimmten Teilquadraten wieder die Mittellinien und deformieren ihre 
bei Z, entstehenden Bilder in die ursprüngliche Lage usw. Die er 
haltene Folge Z,,t,,... von topologischen Abbildungen des Quadrat 
bereiches auf sich konvergiert gegen die Identität; wenn nämlich A 
eine beliebige natürliche Zahl ist, so gibt es einen zugehöriger 
Index k, so daß die Abbildung #, (und auch £,,,, > 0) sämtliche 
solche Punkte des Quadratbereiches ungeändert läßt, deren Ordinate 


| 
| 


oder Abszisse einen Wert = (a,n positive ganze Zahlen, n<N 
hat; ferner geht jedes von den Linien & = O<Sy<si,.u 
el t „7 — - (a,b=0,1,2,...,2N) bestimmte Quadrat bei 


in sich über, so daß der Abstand eines beliebigen Punktes von seinen 
bei Z, entstehenden Bild mit wachsendem % gegen 0 konvergiert 
Nun stellen wir der Reihe nach die Deformationen, die u 


in Z,,, überführen, als eindeutige stetige Bilder der Intervall 
> A. nn (k=1,2,...) dar und ordnen außerdem dem Wert( 
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lie Identität zu. So erhalten wir eine topologische Deformation von 
‚ in die Identität. — Hiermit ist der Zieizesche Satz bewiesen. 
Zwei topologische Abbildungen einer Fläche, die durch eine topo- 
‚ogische Deformation ‘der Fläche ineinander übergehen, bezeichnen 
vir als zum gleichen Typus gehörig. In diesem Sinne können wir 
agen, daß sämtliche die Indikatrix erhaltende Abbildungen der Kreis- 
cheibe auf sich selbst zum selben Typus oder auch zum Typus der 
‚dentität gehören. Daraus folgt dann, daß sämtliche die Indikatrıx 
ımkehrende Abbildungen der Kreisscheibe auf sich zum Typus der 
Spiegelung s: 
| a er, 
-ehören. — Sei nämlich # eine die Indikatrix umkehrende Abbildung 
ler Kreisscheibe auf sich; das Produkt von Zi mit der Spiegelung s 
rgibt eine die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung sit der 
Xreisscheibe auf sich, die sich also topologisch in die Identität defor- 
nieren läßt. Indem wir jede bei dieser Deformation durchlaufene Ab- 
ildung mit der Spiegelung s"!=s zusammensetzen, erhalten wir wieder 
ine topologische Deformation, die die Abbildung £ in die Spiege- 
‚ang s überführt. — Andererseits läßt sich leicht einsehen, daß bei 
iner topologischen Deformation entweder sämtliche Abbildungen die 
ndikatrix ungeändert lassen oder aber sämtlich die Indikatrix um- 
ehren, so daß also die die Indikatrix erhaltenden bzw. umkehren- 
en topologischen Abbildungen der Kreisscheibe auf sich selbst zwei 
\erschiedene Typen bilden. 
Die gleichen Betrachtungen gelten auch auf der Kugelfläche. — Seit 
‚ine die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung der Kugelfläche 
uf sich selbst. Sei O ein beliebiger Punkt, O’ sein Bild; durch 
ine Drehung der Kugelfläche, die natürlich eine topologische Defor- 
aation ist, führen wir den Punkt O’ nach O zurück; dadurch geht 
le ursprüngliche Abbildung £ in eine neue topologische Abbildung £, 
er Kugelfläche in sich über, welche den Punkt O sich selbst ent- 
‚prechen läßt!). Sei etwa O der Südpol und % ein solcher Parallel- 
reis, der mit seinem Bild zusammen auf der südlichen Halbkugel 
\egt. Eine leichte Abänderung des obigen Tietzeschen Lemmas er- 
\ibt, daß das Bild von % durch eine jeden Punkt des Äquators un- 
\eändert lassende topologische Deformation der südlichen Halbkugel 
ı k übergeführt werden kann; durch diese Deformation geht i, ın 
ine topologische Abbildung Zt, der Kugelfläche auf sich über, die 
benfalls die Indikatrix erhält und jedes der beiden durch k bestimm- 
en Gebiete in sich überführt. Nun nehmen wir eine solche topo- 
»gische Deformation, die jeden Parallelkreis in sich und jeden Halb- 


t) Im nächsten Paragraphen werden wir sehen, daß auch bei der Ab- 
ildung t wenigstens ein Punkt sich selbst entsprechen muß. 


| 
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meridian wieder in einen Halbmeridian überführt und bei welcher 


schließlich jeder Punkt von %k in seinen bei t; “ entstehenden Bild. 
punkt übergeht. Ferner können wir, nach dem obigen Deformations- 
satz, in den beiden, durch k bestimmten Hälften je eine die Punkte 
von k festhaltende topologische Deformation anwenden, die jeden 
Punkt in seine ursprüngliche Lage zurückbringt. — Auf der Kugel 
fläche gehören somit die topologischen Abbildungen mit erhaltener 
Indikatrix zum Typus der Identität, die mit umgekehrter Indikatrix 
zum Typus der Spiegelung. | 

Sei nun F eine beliebige geschlossene oder berandete Fläche?), 
Zwei gerichtete einfache geschlossene Kurven j und 7’ auf F heißen 
isotop auf F, wenn sie durch eine topologische Deformation 
auf F ineinander übergeführt werden können; es soll also eine 
Menge {j;} von gerichteten einfachen geschlossenen Kurven %; 
auf F geben, die vom Parameter 4 (O <A<1) stetig abhängen, in 
dem Sinne, daß wenn die Parameterwerte A,,4,,... gegen A, kon 
vergieren, die Parameterabstände der entsprechenden Kurven j),; und 
1, gegen 0 konvergieren. Diese Erklärung ist, wie man leicht er: 
kennt, äquivalent der folgenden: es gibt eine endliche Folge j, =J, 
a9» „=J von gerichteten einfachen geschlossenen Kurven 
auf F, von denen je zwei aufeinanderfolgende 7, und 7,,, einander 
fremd sind, und zusammen einen (dem ebenen Kreisring homöo- 
morphen) Ringbereich auf F beranden; dabei haben die Kurven ji, 
und 7,,, entgegengesetzte Umlaufssinne in bezug auf eine Indikatrix 


des von ihnen berandeten Ringbereiches?). — Zwei einfache ge 
schlossene Kurven heißen isotop, wenn sie mit geeignetem Umlauf 
sinn versehen als gerichtete Kurven isotop sind. — Zwei Querschnitte 


von F, d. h. zwei einfache Bögen b und 5’ auf F, die, abgesehen 
von ihren auf dem Rand von F liegenden Endpunkten im Innern 


t) Des einfacheren Ausdrucks wegen setzen wir voraus, daß F eine im 
drei- oder vierdimensionalen Raum liegende (singularitätenfreie) Fläche ist 
und verstehen unter dem Abstand von zwei Punkten von F den in diesem 
Raum gemessenen euklidischen Abstand der beiden Punkte. 

?2) Zwei Kurven 7, und 7;i+1, die zusammen auf F einen Ringbereich be 
randen, lassen sich auf F topologisch ineinander deformieren, längs derjenigen 
Bögen, die die Bilder der Radien des Kreisringes sind; wenn also je zwei 
aufeinanderfolgende Kurven der Folge 7, =J, Jar) :--, Jn= 7’ zusammen einen 
Ringbereich auf F beranden, so läßt sich j auf F topologisch in 57’ deformieren. 
Wenn andererseits 7 in 7’ durch eine topologische Deformation auf F übergeht, 
gibt es eine Folge 7, =J, Jg -.., Tak+1=7j' von einfachen geschlossene 
Kurven, von denen 725-1 und jei+ı einen sehr kleinen Parameterabstand 
haben; es gibt also eine sehr nahe bei diesen Kurven verlaufende einfache 
geschlossene Kurve ja;, die sowohl mit js;—ı wie auch mit 7g;i+1 zusammen 
je einen Ringbereich auf F berandet. — Es ist ferner leicht zu zeigen, daf 
je zwei isotope Kurven auf F sich durch eine topologische Deformation der 
Fläche F ineinander überführen lassen. | 
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‚on F verlaufen, heißen isotop auf F, wenn es eine solche topologi- 
che Deformation von b in b’ auf F gibt, bei welcher sich die End- 
yunkte von b immer auf dem Rand von F und die inneren Punkte 
‘on b im Innern von F bewegen. 

Von einer topologischen Abbildung £ von F auf sich selbst sagen 

vir, daß sie die Zyklosıs. der Fläche ungeändert. läßt, wenn bei 
ar jede gerichtete einfache geschlossene Kurve in eine ihr isotope 
furve, und jeder Querschnitt von F in einen isotopen Querschnitt 
bergeht. Offenbar läßt jede Abbildung, die sich auf F topologisch 
ı die Identität deformieren läßt, die Zyklosis ungeändert. Von diesem 
atz besteht nach Tietze die folgende Umkehrung: 
Eine die Zyklosis ungeändert lassende topologische Abbildung einer 
’olyederfläche von der Zusammenhangszahl >1 auf sich selbst gehört 
ım Typus der Identität (d.h. sie läßt sich durch eine topologische 
jeformation von F in sich in die Identität überführen). 

Ist F eine schlichtartige Fläche, die wir als einen von »(>1) 
reisen berandeten ebenen Bereich darstellen, so wenden wir zuerst 
‚ne solche topologische Deformation an, die jeden Punkt des äußeren 
‚andkreises 7, und eines inneren Randkreises 7, und ferner jeden 
unkt eines 7, und 5, verbindenden Querschnittes q, von der bei 
Di gegebenen Abbildung entstehenden Bildlage in die ursprüng- 
ıhe Lage zurückbringt; so geht q, in einen Querschnitt q,’ über. 
ann nehmen wir eine weitere Deformation, die die Punkte von 7,, 
‚und q, ungeändert läßt und jeden Punkt des Randkreises 7j, und 
enso eines 7, und 7, verbindenden Querschnittes gq, in die ursprüng- 
‚he Lage zurückbringt usw. Endlich schneiden wir den Bereich 
ngs der Querschnitte 91> 98 ---,Y-ı auf und deformieren die so 
tstehende Elementarfläche topologisch derart, daß jeder Randpunkt 
‚geändert bleibt und jeder Punkt in die ursprüngliche Lage zurück- 
bracht wird. — Für nicht schlichtartige Flächen verfährt man ähnlich, 
dem man außer den Querschnitten auch nicht zerlegende Rückkehr- 
hnitte der analogen Betrachtung unterwirft. — 


2. Fixzpunktsätze der Kreisscheibe und der Kugelfläche. 


Wir betrachten eine topologische Abbildung der Kreisscheibe 
E sich selbst, Unter einem Fixpunkt verstehen wir einen mit seinem 
de zusammenfallenden Punkt. Wir beweisen den folgenden Satz 
a Brouwer: 
‚ I. Eine topologische Abbildung der Kreisscheibe auf sich besitzt 
nigsiens einen Fixpunkt. 
- Seien (r, 9) die Polarkoordinaten des Punktes P und seir<I1 
- Kreisscheibe, die auf sich selbst abgebildet wird. Das Bild des 
aktes P bezeichnen wir mit P’, seine Polarkoordinaten mit (r’, "). 


192 VI. Abbildungen von Flächen. 


H bedeute die Menge derjenigen Punkte P, die mit ihren Bildern Z 
auf dem gleichen Radius liegen; für die Punkte P von H gilt alsc 


o(P))=o(P) (mod 2r). 


Die Menge H ist abgeschlossen zufolge der Stetigkeit der Funktio 
p(P) für die vom Mittelpunkt O verschiedenen Punkte P; der Mitte 
punkt O gehört ebenfalls zur Menge H, ebenso auch der Punkt ’C 
dessen Bild © ist. | 

Da der Rand »=1 bei der Abbildung in sich selbst übergeh 
so ist ein auf dem Rand liegender Punkt der Menge H notwendi 
ein Fixpunkt, da für ihn gleichzeitig »’ =r und @’ =» besteht. Vo 
diesem Fall können wir also absehen und voraussetzen, daß di 
Menge H ganz im Innern der Kreisscheibe liegt. 

In diesem Fall existiert, wie wir behaupten, ein Teilkontinuum ] 
von H, welches den Mittelpunkt O und sein inverses Bild ’O enthäl 
Unter der entgegengesetzten Annahme gibt es ein die Menge H nid 
treffendes Polygon J//, das einen der Punkte O und ’O im Inner 
den anderen im Äußern hat. Setzen wir voraus, daß etwa ’O ir 
Innern und O im Äußern von I/J liegt. 

Auf dem Polygon // läßt sich ein eindeutiger stetiger Winkel, 
bestimmen, da I! den Punkt O in seinem Äußern hat; das Bil 
von JI ist eine den Punkt O in ihrem Innern enthaltende einfach 
geschlossene Kurve 7, bei deren Umlaufung sich der Winkel ur 
+ 2 ändert (s. I $ 5). Sei P ein Punkt von I/, P’ sein Bild un 
p(P) der eindeutig bestimmte Winkel von P; der Winkel @(P”) vo 
P’ werde so bestimmt, daß er zwischen »(P) — 2r und »(P) Iieg 


PR) — Dr Ra RE 


Umläuft nun der Punkt P um das Polygon // in dem Sinne, da 
sein Bild ?P’ die Kurve j in positiver Richtung durchläuft, so keh 
der Polarwinkel von P nach vollendetem Umlauf zu seinem Anfang 
wert zurück, während der von P’um 27 zunimmt; für die nach 

Umlauf erhaltenen Endwerte der Winkel p(P), @(P’) besteht T 


die Beziehung 
Y(P)ZP(P). 
Es gibt mithin einen Punkt P von /J, für den 
P(P)=e(P) | 
ist. Dieser Punkt P gehört also zur Menge H, gegen unsere Annahm 


daß nämlich // die Menge H nicht trifit. Daraus folgt die Existe 
eines die Punkte O und ’O verbindenden Teilkontinuums K von} 


Auf K betrachten wir die eindeutige stetige reelle Funktion 


r(P')— +v(P); 
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diese Funktion ist für P ='O gleich — r(’O), also negativ; für P— O 
ist sie gleich »(0’) (wobei O’ das Bild von O bedeutet), also positiv; 
sie muß also für einen Punkt P, von K verschwinden, d.h. wir haben: 


(Pi)=r(P;); 
da ferner P, zu H gehört, so ist zugleich: 

e(P,)=e(P,): 
d.h. P, ist ein Fixpunkt. — 


Durch die gleiche Überlegung beweist man den folgenden Satz 
von Brouwer: 


II. Eine topologische Abbildung der Kugelfläche auf sich mit er- 
haltener Indikatrix besitzt wenigstens einen Fixpunkt. 


| Man nehme auf der Kugel ein geographisches Koordinatensystem 
an und bezeichne mit =g(P) und y=y(P) die geographische 
‚Länge und Breite des Punktes P; y liegt zwischen — > und + z 


ınd ist eindeutig, @ ist aber nur mod 2r bestimmt. Seien Q und 
% die beiden Pole der Kugel, d. h. die Punkte, die den Werten 
- -5 und +5 entsprechen, und sei’O der Punkt, dessen Bild Q 


st. Wir setzen voraus, daß das Bild von OQ der Punkt O0’ ist, was 


lie Allgemeinheit nicht beschränkt. 


H bedeute die Menge derjenigen Punkte, die mit ihren Bildern 
sleiche Länge m haben; zu dieser abgeschlossenen Menge gehören 
lie Punkte ’O, Q und O0’. Wir behaupten, daß es ein Teilkontinuum K 
on H gibt, welches die Punkte ’O und O enthält. 


Im entgegengesetzten Fall gibt es nämlich ein die Menge H 
ücht treffendes Polygon I/, welches die Punkte ’O und Q voneinander 
rennt. Die beiden von // bestimmten Gebiete der Kugel bezeichnen 
ir mit g, und g,; g, soll den Punkt Q, g, den Punkt ’Q enthalten. 
Jie Bilder von g,,g, bezeichnen wir mit g,',g,’; das Bild von // ist 
ie einfache geschlossene Kurve 7. 


Es sind nun zwei Fälle zu behandeln, je nachdem ob 0’ zu g, 


der zu g, gehört. 

Erstens, wenn O0’ zu g, gehört, so enthält g, die Punkte Q 
nd 0’, g, den Punkt ’0; g,’ enthält den Punkt 0’, g,’ den Punkt Q. 
s läßt sich also auf // eine eindeutige und stetige Länge @ be- 
timmen, während sich auf j die Länge nach einem Umlauf um +2 
ndert. Sei P ein Punkt von // und P’ sein Bild; die Länge von 
” werde so bestimmt, daß 


P(P) 2a <p(P)<p(P) 


v. Ker&kjärtö, Topologie. 13 
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ist. Wenn nun der Punkt P um das Polygon // in dem Sinne um- 


läuft, daß der Bildpunkt P’ von P die Kurve j im Sinne der wach, 


senden Länge durchläuft, so gilt für die Endwerte p(P) und p(P) 


P(P)>p(P), 
so daß es einen Punkt P von // gibt, für den: | 


p(P)=g(P) 


1St. 

Zweitens, wenn $’ zu g, gehört, so enthält g, den Punkt Q, 
8; die Punkte ’Q und O0’; g,' den Punkt 9’, g,' den Punkt Q. Auf 
II läßt sich ein solcher Umlaufssinn angeben, bei dem die Länge um 
2r zunimmt. Da die Indikatrix bei der Abbildung erhalten bleibt, 
entspricht diesem Umlauf um Z/ ein Umlauf um 7, bei welchem sich 
die Länge um 2x vermindert. Es muß also wieder einen Punkt P 
von 1] geben, für welchen: 
| e(P)=P(P) 
1Sst. 

In beiden Fällen müßte somit // die Menge H treffen. Dieser 
Widerspruch gegen unsere Annahme ergibt die behauptete Existenz 
des die Punkte ’O und O verbindenden Teilkontinuums K von H. | 


Wir betrachten auf K die eindeutige stetige reelle Funktion 
v(P) — y(P). 


Diese ist für P=|0 negativ, für P= ( positiv, sie verschwindet also 
für einen Punkt P, von K, d.h. wir haben: | 


y(P)=vy(P,):; 


da ferner P, ein Punkt von A ist, ist zugleich: 


rP,)=pP)); 
d.h. P, ist eın Fixpunkt der Abbildung. 


Eine die Indikatrix umkehrende topologische Abbildung der Kugel- 
fläche auf sich braucht nicht notwendig einen Fixpunkt zu haben; so 
ist z. B. die Abbildung, bei welcher jeder Punkt der Kugelfläche in 
den diametral gegenüberliegenden Punkt übergeht, eine topologische 
Abbildung der Kugelfläche auf sich ohne Fixpunkt. | 

Bei erhaltener Indikatrix gibt es auf der Kugelfläche wenigstens 
einen Fixpunkt, wie wir eben gezeigt haben. Vermöge einer stereo. 
graphischen Projektion der Ebene auf die Kugelfläche entspricht einer‘ 
Translation x’ =x-+a,y’=y-+ b der Ebene eine topologische Ab- 
bildung der Kugelfläche auf sich, welche die Indikatrix ungeändert 


fernen Punkt der Ebene entspricht. 
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Einer die Indikatrix erhaltenden topologischen Abbildung der Kugel- 
‚fläche auf sich mit einem einzigen Fixpunkt entspricht eine die Indi- 
‚katrix erhaltende topologische Abbildung der Ebene auf sich ohne 
Fixpunkt; man nimmt nämlich den einzigen Fixpunkt der Kugel als 
Projektionszentrum und projiziert die Kugelfläche auf die Ebene, die 
‚sie im gegenüberliegenden Punkt berührt. — Über fixpunktfreie, die 
Indikatrix erhaltende topologische Abbildungen der Ebene auf sich 
‚gilt der folgende tiefliegende Satz: 
| III. Translationssatz von Brouwer: Eine die Indikatrix erhaltende 
fixpunktfreie topologische Abbildung der Ebene auf sich selbst ıst über 
die ganze Ebene eine Translation. 
| Um den Satz richtig erklären zu können, führen wir die folgen- 
den Bezeichnungen ein. Unter einer einfachen offenen Linie ver- 
stehen wir eine abgeschlossene Punktmenge, die topologisches Bild 
der unendlichen Geraden ist. Ein Translationsfeld ist ein von zwei 
fremden einfachen offenen Linien / und /’ bestimmtes Gebiet der Ebene, 
so daß die Linie }’ das Bild von / bei der gegebenen Abbildung ? 
ist, und das Bild dieses Translationsfeldes bei Z ein von den Linien % 
und 2” (l” = das Bild von /’ bei t) bestimmtes, dem Translationsfeld 
(1, I’) fremdes Gebiet ist. 


' Der Translationssatz be- ee & 
ET TE a me Du een Gun 08 


hauptet nun, daß es zu jedem 
Punkt der Ebene sich eın 
diesen Punkt enthaltendes 
Translationsfeld angeben läßt. 
Die Bilder dieses Feldes f, 
bei den positiven und nega- 
tiven Potenzen {” der Abbil- 
dung it sind Gebiete, die ein- 
ander paarweise fremd sind 
und zusammen einen gewissen 
Teil der Ebene bedecken. Die Bilder F, von F, brauchen aber nicht die 
ganze Ebene zu erfüllen, und folglich ist die Abbildung t nicht notwendig 
einer gewöhnlichen metrischen Translation der Ebene äquivalent. Ein 
Beispiel für eine solche Abbildung, die nicht einer gewöhnlichen Trans- 
\ation äquivalent ist, wird etwa durch die folgenden Formeln erklärt: 
X =x—1 , y=y ‚ für y>3 


«=z2+(2—-9y), yaytizk, fr 3 >2y22; 


Fig. 41. 


X" =2+(2—y), y-yı+!, 107.2 > y 3 
a A | ‚,y=y eufürnt.>iy 


Fig. 41 deutet die Strömungslinien an, längs deren sich die Punkte 
‚on der Anfangslage in die durch die Abbildung bestimmte Endlage 
13* 
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begeben; rechts ist ferner schematisch die Änderung des Transfor- 
mationsvektors dargestellt, wobei immer der Anfangspunkt des Vek- 
tors den ursprünglichen Punkt, der Endpunkt seinen Bildpunkt dar- 


stell. — Die punktierten Linien beranden paarweise je ein Trans- 
lationsfeld: ..., f_4, For Fur -.; ‚diese Eelder; füllen” die Halbebrus 
y>2 aus. 


Wegen des Beweises des Translationssatzes verweisen wir den 
Leser auf die ursprüngliche Darstellung von Brouwer in Mathem. 
Ann. 72, S. 37—54. Wir werden hier nur einige, auch an sich inter- 
essante Teilergebnisse davon darstellen. 

Unter einem Translationsbogen verstehen wir einen einfachen 
Bogen PP’, dessen Endpunkt P’ das Bild des Anfangspunktes P ist, 
und welcher mit seinem Bild, d. h. dem Bogen P’P” außer P’ 
keinen gemeinsamen Punkt hat. Die Bilder eines Translationsbogens 
PP' bei den positiven und negativen Potenzen der Abbildung # er- 
geben eine Bahnkurve. Wir werden zeigen, daß eine Bahnkurve sich 
nicht schneidet; ferner kann sie bei beliebig weiter Fortsetzung vor- 
wärts oder rückwärts nicht in beliebige Nähe eines ihrer früheren 
Punkte kommen. Sie ist also topologisches Bild der unendlichen 
Geraden, und ihre Enden, d.h. die Gesamtheit der Grenzpunkte von 
Folgen, deren entsprechende Punkte auf der Geraden nach rechts 
bzw. nach links gegen unendlich konvergieren, haben mit der Bahn- 
kurve keinen gemeinsamen Punkt; sie ist aber im allgemeinen keine 
einfache offene Linie im oben angegebenen Sinne, da nämlich eine 
einfache offene Linie keine Enden hat. | 

Der Beweis der obigen Behauptung beruht auf dem folgenden 

Hilfssatz: Seien u(P), v(P) zwei eindeutige stetige Funktionen in 
einem von einer einfachen geschlossenen Kurve j berandeten Bereich b, 
die in keinem Punkt dieses Bereiches gleichzeitig verschwinden. Dann 
ist die Winkeländerung des Vektors mit dem Anfangspunkt (u, v) = (0,0) 
und mit dem Endpunkt (u(P), v(P)) während eines positiven Umlaufes 
von P um die Kurve j gleich O. | 

Dieser Hilfssatz ist eine unmittelbare Folge des in V $2 dar 
gestellten Monodromiesatzes. Sei nämlich p(P) der Winkel des Vek- 
tors (0, 0), (u(P), v(P)) mit der positiven «-Achse; p(P) ist in jedem 
Punkt von b bis auf Vielfache von 2x bestimmt. Nehmen wir einen 
beliebigen unter diesen Werten in einem Punkt P, von 5b; um den 
Punkt P, bestimmen wir eine hinreichend kleine Umgebung U, deren 
durch die Funktionen #(P),v(P) erzeugtes Bild in der (u, v)-Ebene‘ 
in einer um den Punkt (v(P,), v(P,)) angegebenen, den Anfangspunkt| 
4" —=v= 0 nicht enthaltenden Kreisscheibe liegt. Bei einem Umlauf! 
des Punktes P um eine beliebige in U liegende einfache geschlossene’ 
Kurve ändert sich der Wert von p(P) nicht. Aus dieser eindeutigen 
Fortsetzbarkeit von p(P) im Kleinen folgt sodann nach dem Mono 
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dromiesatz, daß der in P, bestimmte Wert p(P,) sich für den ganzen 
Bereich 5 eindeutig und stetig erweitern läßt; insbesondere ist also 
‚die Änderung von p(P) bei einem Umlauf um die Randkurve j von 
b gleich O0. 


Sei nın P, ein willkürlicher Punkt der Ebene; wir werden eine 
Ben gehende Bahnkurve konstruieren. Seien’ P, ,‚P,, ---, P_,> Pas -- 
die Bilder von P, bei den positiven und negativen Potenzen der Ab- 
bildung £. Wir verbinden P, und P, durch eine geradlinige Strecke; 
das Bild von ER sei der Bogen PP. Wenn Ban und P,P, sich 
außerhalb von P, treffen, lassen wir einen beweglichen Punkt 
'S die Strecke P,P, von P, aus beschreiben bis zum ersten solchen Punkt, 
daß die Bahn von S und die seines Bildes einander in einem Punkt 0’ 
treffen. Daselbst mündet entweder die Bahn von S an eine Seite der 
Bahn von 5’, oder die Bahn von S’ an eine Seite der Bahn von Sein. 
"Wir bezeichnen das Bild von 0’ mit O” und das Bild von 0’ bei der inversen 
‚Abbildung mit Q. Wir wählen auf P,0’ einen Punkt R’ sehr nahe 


Fig. 42. 


"bei 0’; seien R’ bzw. R die Bilder von R’ bei der Abbildung i bzw. 
ti. Wir verbinden R mit P, an einer Seite von P,Q’ durch einen 
sehr nahe bei P,0’ verlaufenden einfachen Bogen s—= RP,, der höch- 
stens den Bogen RO” von P, 0" trifft, so daß das Bild s’ von s 
‚außerhalb von R’ und P, weder s noch P,0’ noch PO" trifft. Alsdann ist 
‚RP,QOR ein Translationsbogen (er trifft nämlich sein Bild außerhalb 
‚won R' nicht) und somit erzeugt er eine durch den willkürlich ge- 
‚wählten Punkt P, gehende Bahnkurve. 


Wir zeigen weiter, daß eine Bahnkurve keinen Doppelpunkt 
‚haben kann. Die Bilder des Punktes R bei den Potenzen von £ be- 
‚zeichnen wir mit R®,R®,.... Den Translationsbogen RR“ unter- 
‚ziehen wir wiederholt der Abbildung ?, so entstehen die Bogen 
ROR®, ROR®,... 


‚ die zusammen einen „rechten“ Teil der Bahn- 
kurve ergeben. Sei $S ein Punkt, der sich auf der Bahnkurve von R 
‚aus nach rechts bewegt, und sei P’ der erste solche Punkt, in welchem 
$ wieder in eine frühere Lage zurücktrifft. Auf der einfachen ge- 
schlossenen Kurve j, die einen von P’ ausgehenden und dahin 
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zurückkehrenden Teil der Bahnkurve bildet, müssen wenigstens zwei 
Punkte der Folge RV,R®,... liegen. Sei R%+D der erste aufj 
liegende Punkt der Folge (R®), und sei R'® der letzte. — Sei PT 
das Bild von P’, und P’ das Bild von P. Wenn wir die Bahn 
kurve über P’ hinaus bis P” verlängern, so kann dieses (auf 
Fig. 43 punktiert aufgezeichnete) Segment P'P" der Bahnkurve die 


Kurve j höchstens auf dem Bogen P’R"+D treffen. Der Bogen P’R® P', 


der sowohl mit dem Bahnsegmente P’R*+Ü) P”, wie auch mit dem 


Bahnsegmente P’R®+UVP” je eine einfache geschlossene Kurve bildet, 
hat für diese beiden Kurven dieselbe Innenseite, kann mithin durch | 


= a a re N VE ETTTTEHEEEEE K 
die Bahnsegmente P’R%+V P” und P’R’+UDP” zusammen nicht vom 
Unendlichen getrennt werden. 


Wir führen nun von einem nirgends verschwindenden Vektor, 


dessen Anfangspunkt das Bahnsegment PR%P' durchläuft, den End 
punkt als stetige Funktion von P? 

2 nach P’”, ein erstes Mal auf dem 
Bahnsegment P’RW+DP", ein 

J . zweites Mal auf dem Bahnseg- 
VL) ment, P-REANPR TEDer dabei 
vom Vektor beschriebene Dre 
a ist, weil die Bögen 


pH | 

N N P'R®+)P” und PRP+DP” zu 
sed 

Fig. 43. sammen den Bogen PR®) P’ (oder 


falls die Punktpaare R++vD, Pr 

und P, R'P einander auf j trennen, eine Seite des Bogens) nicht vom 
Unendlichen trennen, beide Male derselbe. E 
Der totale Drehungswinkel, den der Transformationsvektor bei 
einem vollen Umlauf um 7 beschreibt, wird somit auch erhalten, wenn. 
wir zunächst den Anfangspunkt eines nirgends verschwindenden Vek- 


tors um den zu 7 gehörigen Bogen P’R*+DP und den Endpunkt 


als stetige Funktion des Anfangspunktes um den Bogen P"’R®P’ und 
sodann den Anfangspunkt um den Bogen PR®P’ und den Endpunkt 
als stetige Funktion des Anfangspunktes um den Bogen PReFDPA 
herumführen. - 

Der hierbei ın den Punkten von 7 auftretende Vektor gchögg | 
aber als Transformationsvektor zu einer Drehung der einfachen ge 
schlossenen Kurve 7 in sich, so daß sein totaler Drehungswinkel 2a 
beträgt. Dies aber würde laut des obigen Hilfssatzes nach sich ziehen, 
daß die Abbildung der Ebene innerhalb von 7 einen Fixpunkt besäße, | 
was ein Widerspruch ist. 
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Durch eine ganz ähnliche Überlegung zeigt sich, daß eine Bahn- 
kurve bei beliebig weiter Fortsetzung vorwärts oder rückwärts nicht 
in beliebige Nähe eines ihrer Punkte zurückkehren kann. 

Aus dem Bewiesenen folgt insbesondere, daß wenn eine die 
Indikatrix erhaltende topologische Abbildung ? der Ebene auf sich 
keinen Fixpunkt hat, auch keine (positive oder negative) Potenz dieser 
Abbildung einen Fixpunkt aufweisen kann. Dieses Resultat können 
wir auch folgendermaßen formulieren: 


IV. Wenn eine die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung der 
Kugelfläche auf sich selbst nur einen einzigen Fixpunkt hat, so hat 
ıuch jede Potenz dieser Abbildung diesen einzigen Fixpunkt!). 


IVa. Wenn eine die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung 
ler Kreisscheibe auf sich Reinen inneren Fixpunkt hat, so kann auch 
weine Potenz der Abbildung einen Fixpunkt im Kreisinnern haben. 

Als unmittelbare Folgerungen davon ergeben sich noch die fol- 
senden Sätze: 


V. Geht bei einer die Indikatrix erhaltenden topologischen Abbil- 
lung eines von den einander fremden einfachen geschlossenen Kurven 
hr: Mm nZ1) berandeten ebenen Bereiches auf sich selbst jede 
Randkurve in eine andere Randkurve über, so gibt es wenigstens zwei 
Fixpunkte. 


Wir dürfen voraussetzen, daß die Randkurven 7,, 7}, -- ., 7, Kreise 
ind. Wir ziehen die Ränder des Bereiches auf je einen Punkt zu- 
sammen. Sei etwa 7, ein innerer Randkreis des Bereiches mit dem 
. sei 7, ein mit j, konzen- 
rischer Kreis im Bereich mit dem Radius (> 2a. Den:won,.s, 
ınd 7,‘ berandeten Kreisring: 


en RO 27 


7,9 Polarkoordinaten mit dem Anfangspunkt P,) bilden wir durch 


lie Formeln: 

a; Süezehf! 

A Tea 
’=Pp 
wf die punktierte Kreisscheibe (j,’) (deren Mittelpunkt fortgelassen 
vird) topologisch ab. Ähnlich ziehen wir jeden Randkreis auf je 
inen Punkt zusammen; um von der speziellen Rolle des äußeren 
Xandkreises unabhängig zu werden, bilden wir dann noch den ebenen 
3ereich durch eine stereographische Projektion auf einen Kugelbereich 


) J. Nielsen hat diesen Satz mittels der oben (zum Beweis der Sätze I 
nd II) angewandten Methode der Trennung der Variablen bewiesen, wie ich 
urch eine briefliche Mitteilung von Herrn Nielsen erfahren habe. 
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ab. Nach dem Zusammenziehen der Randkurven erhalten wir eine 
der ursprünglichen Abbildung des Bereiches auf sich entsprechende 
topologische Abbildung der Kugelfläche auf sich, welche die den 
Randkurven 7, entsprechenden Punkte ?, vertauscht. Bei einer c 
wissen Potenz der Abbildung geht jeder solche Punkt P, in sich‘ 
über, so daß bei dieser Abbildung wenigstens n +1 (> 2) Fixpunkte 
auftreten. Auch die ursprüngliche Abbildung muß dann laut ad 
Satzes IV wenigstens zwei Fixpunkte haben, welche nicht mit den 
Punkten P, zusammenfallen können, da nämlich jeder der Punkte Fi 
bei Z in einen anderen Punkt P, übergeht. Zurückkehrend auf den 
ebenen Bereich können wir also behaupten, daß es wenigstens zwei 
Fixpunkte gibt, die im Innern des Bereiches liegen. | 

Ebenso beweist man den folgenden Satz: 

VI. Sei ein von den einfachen geschlossenen Kurven 79, ı; I | 
j„ m 22) berandeter ebener Bereich topologisch auf sich selbst abge- 
bildet, so daß dabei die äußere Randkurve j, in sich, und jede der 
inneren Randkurven in eine andere übergeht. Dann gibt es wenigstens 
einen Fixpunkt, und zwar entweder einen im Innern oder zwei auf 
dem Rand liegende Fixpunkte. | 

Ziehen wir nämlich die inneren Randkurven auf je einen Punkt 
P, zusammen, so unterliegt der so entstehende Bereich einer topo- 
logischen Abbildung, die die Punkte P,,P,,..., P, unter’ sich va 
tauscht. Kehrt sich dabei die Indikatrix um, so gibt es auf 7, 
genau zwei Fixpunkte. Bleibt aber die Indikatıix ungeändert, so 
besitzt eine gewisse Potenz der Abbildung » Fixpunkte P,,P,,.-., 
im Innern von 7,, so daß auch die ursprüngliche Abbildung wenig- 
stens einen inneren Fixpunkt haben muß. 


Wir erwähnen noch den folgenden Satz: 

VI. Sei t eine topologische Abbildung eines von n+1 (#2) ein- 
fachen geschlossenen Kurven jy, I, ---» 7, berandeten ebenen Bereiches 
auf sich selbst, bei welcher jede Randkurve in sich selbst übergeht; dann 
gibt es in dem (abgeschlossenen) Bereich wenigstens einen Fıxpunkt. 

Wir setzen voraus, daß der Bereich von n + 1 Kreisen berandet 
ist. Ferner können wir den Fall, daß die Indikatrix sich umkehrt, 
bei Seite lassen; in diesem Fall gibt es nämlich auf jedem der Rand- 
kreise genau zwei Fixpunkte. Wir setzen überhaupt voraus, daß auf 
den Randkreisen kein Fixpunkt liegt. Einem positiven Umlauf eines 
veränderlichen Punktes P um den äußeren Randkreis 7j, entspricht 
also ein positiver Umlauf des Bildpunktes P’ um 7,, und wenn der 
Winkel von P etwa von O bis 2, der von P’ von op, bis 9, + 22 
(O <g9, <2r) geht, ist während des ganzen Umlaufes. 9> 9. Die 
Winkeländerung des Transformationsvektors PP’ist also gleich + 2.) 


1) Siehe’ S. 86. 
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‚benso nimmt der Winkel des Transformationsvektors bei einem 
egativen Umlauf um 7, (=1,2,...,n) um 2z ab. Nehmen wir 
un n fremde Querschnitte, die einen Punkt von 7,.mit je einem 
unkt der Kurven 7,,7,» -.., 7, verbinden, und schneiden wir den 
‚ereich längs derselben auf, so wäre in dem Falle, daß die Abbildung 
‚einen Fixpunkt hat, die Winkeländerung des Transformationsvektors 
ei einem vollständigen Umlauf um den Rand des aufgeschnittenen 
‚ereiches gleich 0. Dabei werden die Querschnitte zweimal und in 
atgegengesetzten Richtungen umlaufen, so daß die sie betreffenden 
Vinkeländerungen sich gegenseitig aufheben; es bleibt also nur der 
josiive Umlauf um 7, und die negativen Umläufe um die Kurven 
G=1,2,...,n) übrig, folglich ist die Winkeländerung gleich 
.—n)2n. Da n-+1 vorausgesetzt wurde, ist diese Zahl von O ver- 
:hieden, woraus die Existenz eines Fixpunktes folgt. 

| Insbesondere bemerken wir, daß ein von drei einfachen ge- 
‚hlossenen Kurven berandeter ebener Bereich bei jeder die Indikatrix 
‚haltenden topologischen Abbildung des Bereiches auf sich wenig- 
‚ens einen Fixpunkt besitzt. Denn entweder ist keine seiner Rand- 
ırven ungeändert, dann gilt Satz V, oder es ist eine einzige Rand- 
ırve ungeändert, dann gilt Satz VI, oder es bleiben schließlich zwei 
‚andkurven, also auch die dritte ungeändert, dann gilt Satz VII. 


Fig. 44. Fig. 45. 


Bei ebenen Bereichen mit 2 oder mit n > 3 Randkurven gibt es 
ımer die Indikatrix erhaltende fixpunktfreie Abbildungen. Man be- 
ıchte nämlich einen ebenen Kreisbereich, der von zwei konzentrischen 
‘eisen j, und 7, und von » — 2 weiteren, zyklisch symmetrisch ge- 
zenen Kreisen 13» Ja» > 7) perandet wird (s. Fig. 44) und nehme 
ıe Drehung dieses Bereiches um den Mittelpunkt von ae yeil: 
® Randkreise 7,,...,7, miteinander vertauscht. 

Verdoppelt man diesen Bereich und vereinigt die beiden Exem- 
ıre längs der entsprechenden Randkreise, so entsteht eine orientier 
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bare geschlossene Fläche vom Geschlecht $=n — 1 mit einer fixpunk 
freien, die Indikatrix erhaltenden topologischen Abbildung auf sicl 
Anders gesagt, nehme man eine Torusfläche mit p—1 zyklisch syn 
metrisch gelegenen Henkeln (s. Fig. 45) und eine Drehung der Fläch 
um die Achse des Torus. — Für die geschlossene orientierbare Fläch 
vom Geschlecht $ = 2 gibt es kein derartiges Beispiel; wohl gibt e 
aber eine fixpunktfreie, die Indikatrix erhaltende topologische Abbildun 
der Fläche auf sich. Auf der Torusfläche gibt es nämlich eine Al 
bildung mit einem einzigen Fixpunkt, die in Toruskoordinate 
(9, y) durch die folgenden Formeln ausgedrückt werden kann: 


eh du a 
Nun lasse man um den einzigen Fixpunkt 9=w=0 das Innere de 
bei der Abbildung invarianten einfachen geschlossenen Kurve: 


pPp=a, er) 0292 -—a, 
0<y<Sa, \ va, y=Yp+ta, 
P=—a, —a=9y20, 002 
sy2—a, Ye en 


(0 <a<2n) fort, so entsteht eine von einer einzigen Kontur bi 
randete orientierbare Fläche vom Geschlecht 1 mit einer fixpunk 
freien, die Indikatrix erhaltenden Abbildung. Nimmt man zwei Exen 
plare davon und vereinigt man sie längs ihrer Ränder, so daß je zwe 
kongruente Randpunkte der beiden Exemplare identifiziert werde 
so entsteht eine geschlossene orientierbare Fläche vom Geschlecht 
mit einer fixpunktfreien, die Indikatrix erhaltenden topologischen Al 
bildung derselben auf sich selbst. — Diese Beispiele von fixpunktfreie 
Abbildungen wurden von Brouwer angegeben. 

Für nichtorientierbare geschlossene Flächen vom Geschlecht > 
gab J. Nielsen die folgenden Beispiele von fixpunktfreien topologische 
Abbildungen. Man nimmt eine Kugelfläche: 


A ee 
(y, 9 — geographische Breite und Länge), 
ka 


schlägt um jeden Punkt y=0,9 = Ey (k=.0, 1, 12,2. 
(wobeil®p, 2 ist) "je lemeniokreistn ee a der eine 


Winkelöffnung < entspricht, läßt das Innere eines jeden Kreises ; 
von der Kugelfläche fort und setzt statt dessen je eine Kreuzhaube ar 
das gibt eine nichtorientierbare geschlossene Fläche F vom Gi 
schlecht #. Man unterwirft die Kugelfläche der Abbildung 


[; 


} PAR. 
A 
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ıd setzt dieselbe auf die anschließenden Kreuzhauben eineindeutig und 
stig fort, so entsteht eine fixpunktfreie topologische Abbildung der 
äche F auf sich. — Wenn man die zweiblättrige orientierbare Über- 
zerungsfläche von F konstruiert, bekommt man fixpunktfreie topo- 
sische Abbildungen der geschlossenen orientierbaren Flächen vom 
sschlecht #5 >0 mit Erhaltung, und auch solche mit Umkehrung 
'r Indikatrix. 

Auf nichtorientierbare geschlossene Flächen vom Geschlecht 1, 
e also der projektiven Ebene homöomorph sind, ist das obige 
ispiel nicht mehr anwendbar. Dafür gilt eben der folgende Satz 
n Brouwer: 


‚ VII. Jede topologische Abbildung der brojektiven Ebene auf sich 
(st besitzt wenigstens einen Fixpunkt. 


Über der projektiven Ebene konstruieren wir die zweiblättrige 
ientierbare Überlagerungsfläche, die der Kugelfläche homöomorph 
. Der gegebenen Abbildung lassen wir durch die folgende Erklärung 
ei Abbildungen {, und i, der Kugelfläche auf sich entsprechen: 
ı P, ein beliebiger Punkt der projektiven Ebene und P,,P, die 
er fm liegenden Punkte der Kugel; sei P, das Bild von P, und 
EP, die über ihm liegenden Punkte; zum ersten Male en 
r Bm Punkt P, den Punkt Benszunn ae Male den Punkt P, 
; Bild hen) und setzen die so erklärten Abbildungen auf 
» ganze Kugelfläche stetig fort, wobei jedem Punkt P der Kugel- 
che ein solcher Bildpunkt P’ zukommen soll, daß der Spurpunkt 
n P’ das Bild des Spurpunktes von P ist. Eine dieser beiden 
jologischen Abbildungen der Kugelfläche auf sich läßt die Indikatrix 
geändert, die andere kehrt sie um. Bei der die Indikatrix erhalten- 
ı Abbildung gibt es wenigstens einen Fixpunkt auf der Kugel 
ıtz II), sein Spurpunkt ist also ein Fixpunkt der projektiven Ebene 
' der gegebenen Abbildung. — 
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Aus dem Satz V des vorigen Paragraphen ergibt sich für den 
l des von zwei konzentrischen Kreisen berandeten ebenen Kreis- 
ges der folgende Satz: 

Jede die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung des Kreis- 
ges auf sich, die die beiden Randkreise vertauscht, besitzt wenig- 
ns. zwei Fixpunkte. 


Ferner gilt: 

Jede die Indikatrix umkehrende topologische Abbildung des Kreis- 
ges auf sich, die jeden Randkreis in sich überführt, besitzt wenig- 
as vier Fixpunkte (nämlich auf jedem Randkreis zwei Fixpunkte). 
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Wenn bei umgekehrter Indikatrix die Randkreise vertauscht we 
den, braucht es keinen Fixpunkt zu geben, z. B.: 
r—=4—r, o=o-+a 
((, @) Polarkoordinaten, 1<r<3, 0O<p<2n). 


Bei einer die Indikatrix erhaltenden und jeden Randkreis in sic 
überführenden topologischen Abbildung des Kreisringes auf sich brauel 
es ebenfalls keinen Fixpunkt zu geben, z. B.: 


Va a = 


Auch dann noch nicht, wenn die beiden Randkreise Drehungen i 
entgegengesetzten Richtungen unterliegen, z. B.: 


für va Ser — 


a) 


. 


für a7 MI FE 


Der Ausdruck entgegengesetzte Drehungen soll genauer folgendes b 
deuten: sei (,@) (r=1) ein Punkt des inneren Randkreises, dı 
Winkel @ sei dabei beliebig bestimmt; liegt der Winkel @’ sein 
Bildpunktes zwischen @ und +2 und setzen wir @ und _’ läng 
eines Bogens stetig fort, der den Punkt (1, 9) mit einem Punkt (3, @ 
des äußeren Randkreises verbindet, so sei für den erhaltenen Wert g 
des Winkels des Bildpunktes von (3, 9,): 9, —2n<g'<p.: 


Satz besagt: 


Eine flächentreue topologische Abbildung des Kreisringes auf su 
selbst, die jeden der beiden Randkreise in sich überführt, und zwar beü 
mit entgegengesetzten Drehungen, hat wenigstens einen Fixpunkt. 


Die Abbildung soll dabei flächentreu genannt werden, wenn jedı 
Gebiet mit seinem Bilde gleichen Peano-Jordanschen inneren Fläche 
inhalt hat?). | 


Wir werden nach Birkhoff beweisen, daß es wenigstens eine 
Fixpunkt gibt, indem wir die entgegengesetzte Annahme zu eine 
Widerspruch führen. — Sei 


Eee 
essen) 


der gegebene Kreisring; die Kreise »=a, r=b bezeichnen wir T 

1!) Der (Peano-Jordansche) innere Flächeninhalt eines Gebietes g wird f 
gendermaßen erklärt: man unterzieht die Ebene einer quadratischen Teilun 
hebt diejenigen Quadrate heraus, die ganz zu g gehören, und bezeichnet ihr 
Gesamtflächeninhait mit i; die obere Grenze von i bei allen quadratisch! 
Teilungen der Ebene wird als innerer Flächeninhalt von g bezeichnet. 
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Pe 


, und C,. Man führt modifizierte Polarkoordinaten (&, 7) mittels der 
Igenden Formeln ein: 
| N  % AR 


ie Abbildung sei durch die Formeln dargestellt: 


| "=epln, Mey); 
‚(&,n) ist eine eindeutige stetige Funktion von (E, n), die in & mit 
r Periode 2x periodisch ist. : Die Funktion @ (&, n) ist nur bis auf 
elfache von 2x bestimmt. Nehmen wir einen von diesen Werten 
(Ey 20) in einem Punkt (ent n,); die stetige Fortsetzung dieses Funk- 
unswertes führt für jedes Wertepaar (£,n) zu einem eindeutig be- 
ımmten Wert p (&£, n); in der Tat entspricht einem positiven Umlauf 
is Kreises „= nn, &, SE<E&,+2r ein positiver Umlauf von (€’, 7’) 
n eine einfache geschlossene Kurve (die das Bild dieses Kreises 
stellt), welche den Koordinatenanfangspunkt in ihrem Innern hat; 
ihrend also & um 2x zunimmt, nimmt auch ®=o(E,n) um 27 
Die Funktionen &'—£& und n’—n sind also im Kreisring R 
ıdeutige stetige Funktionen. | 
Der oben formulierte Satz läßt sich sodann folgendermaßen aus- 
‘rechen: nehmen wir für @ (£, n) eine solche Bestimmung, daß die 
ıdeutige stetige Funktion 9 (&, n) — E für den äußeren Randkreis C, 
'sitiv, für den inneren Randkreis C, negativ ist, so haben wir 
nigstens einen solchen Punkt (€, »), für welchen 


ann 


| 


Wenn wir voraussetzen, daß kein Fixpunkt vorkommt, so gibt 
# eine solche positive Zahl d, daß für jeden Punkt (&,n) von R 


le zer nenn (>20) 
steht. 
Wir bezeichnen mit £, die durch die Formeln: 

EI n=Nn—e (e>0) 
lärte Abbildung, die die Kreise C, und C, in die konzentrischen 
eise 

Bun a Tee 
isrführt. Da d& und dn bei der Abbildung ?, ungeändert bleiben, 
l der Flächeninhalt durch das Integral 


SIrarap=3Sfasan 


‚gedrückt wird, ist Z, eine flächentreue Abbildung. 

Falls e<d ist, kann die Hilfsabbildung ti,, die entsteht, wenn 
ırst die gegebene Abbildung £ und nachher die Abbildung 1, 
geführt wird, ebenfalls keinen Fixpunkt haben. Betrachten wir 
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nämlich &, n als rechtwinklige Koordinaten einer (£, n)-Ebene, : 
wird dem Kreisring 


R: a? >n2b’, -mw<eiö<-+w 


ein Parallelstreifen S und der Abbildung ii, eine topologische A 
bildung dieses Streifens entsprechen; bei ? geht jeder Punkt (&, 
von S in einen Punkt (£’, n’) über, dessen Abstand von (E, n) größı 
ist als d, und bei Z, geht der Punkt (£’, 7’) in einen solchen Pun 
(8°, 7’) über, dessen Abstand von (&’, n’) kleiner ist als d, so daß dı 
Bildpunkt (€, 7) von (&, n) bei £i, nicht mit (£, n) zusammenfalle 
kann. — Wir wählen also die Größe e derart, daß: | 


EI DEN VE ee | 

ist und halten sie fest. | 
Wir betrachten nun die mehrdeutige Funktion: 
@(&, 1) = arcig 5 


& 


oder genauer gesagt: diejenigen Zweige dieser Funktion, die d 
Winkel bis auf Vielfache von 2x angeben, den der Vektor mit de 
Anfangspunkt (&, 7) und mit dem Endpunkt (€, 7’) in dem Streifen 
mit der positiven &-Achse bildet. Zufolge der Annahme 


Gen 
ist diese Funktion w(&,n) stetig in jedem Punkt von $ und zerfä 
in eindeutige stetige Funktionen in S. Außerdem ist jede solche B 
stimmung der Funktion » (€, n) längs C_| und C, konstant und eine 
geraden bzw. ungeraden Vielfachen von x gleich, da auf C,: € > 
un und aut ar rebestent 


Da € — £E und 7 — n, wie wir gesehen haben, in & mitd 
Periode 2r periodisch sind, so kann eine Bestimmung der Funktic 
o(E,n) in den Punkten (&,n) und (£+2r,n) nur um Vielfache ve 
27 verschiedene Werte annehmen; diese Differenz: 


o(E,n)— w(E+2n,n) | 
ist ferner in $ stetig und also konstant; auf C, und C, ist ab 
o(£,n) konstant, so daß die Gleichung & (&,7)=w(E-+ 27,7) au 
für jeden Punkt (&, 7) von S besteht. &(E, n) ist also eine perio 
sche Funktion von & mit der Periode 27, m. a. W. irgendeine B 
stimmung von &(&,n) in einem Punkt von R führt durch stetij 
Fortsetzung zu einer im ganzen Ring R eindeutigen und stetig! 
Funktion. 


Auf Sieselbe Weise zeigt man, daß die Funktion 


D(E,n) = arctg 2 ei 
E 


J 
ur: 
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ie den Winkel des von (&£,n) nach (e, 7) gelegenen Vektors mit 
er positiven &-Achse ergibt, in eindeutige stetige Funktionen von 
,n) zerfällt. Ferner sind die Funktionen 


| nn er wdee ee 

&E periodisch mit der Periode 2x und auch jede der verschiedenen 
estimmungen von @(&,n) ist periodisch in &£ mit der Periode 2 
\ngs C, und C,. Folglich ist jede Bestimmung von &(£, n) ebenso 
ie die von @(&, n) eindeutig und stetig in R. 


Zu einem Wert von w(&,n) gibt es einen Wert von @(&, n), 
ı daß 


lo n)-s&n|<z 
; in der Tat ist |o(&,n)— w(£,n)| der Winkel des Dreieckes 
\ 7), (&, 7), (€ €, 7’), welcher der Seite (#, '), (£, 7’) gegenüber- 
gt; diese I ist aber von der Länge e<.d, die Seite (&, 7), (&, 7) 
gegen >d, so daß der erwähnte Winkel nicht > 3 sein kann. 
'enn wir in diesem Punkt (£, n) die Werte von ® und m paarweise 
nander zuordnen, so daß immer für zwei einander zugeordnete 
erte |w(&,n)— @(&,n)|<4n ist, so ist für die stetigen Fort- 
ttzungen dieser Werte in S durchweg dieselbe Ungleichheit erfüllt. 


| 
| 


Wir konstruieren jetzt einen einfachen Bogen, der bei der Ab- 
‚dung in gewissem Sinne invariant ist. — Bei der Abbildung £ 
hen die Randkreise C, und C, von R in sich, bei t£, in die Kreise C/' 


d C, mit den Radien Va? —e, Vb?— e über, so daß die Ab- 
dung ti, den Ring R in einen engeren Kreisring überführt. Sei 
” das Bild von C’ bei £t,; da der Kreis C,’ im Innern von R 
gt, liegt sein Bild, die einfache geschlossene Kurve C_” im Innern 
s Kreisringes (C ’, C,) und berandet mit C’ zusammen einen Ring- 
reich (C,/,C,”) der sich längs C,’ an den Ring (C ,C,) anschließt. 
s Bild C,”’ von C,” liegt dann ebenfalls im Innern von C,” und 
randet mit C,” zusammen einen längs C,” an den Ringbereich 
,» C,”) anschließenden Ringbereich (C ”, C,”). Da die Abbildungen t 
d ti, und also auch ti, flächentreu sind, so sind die Flächeninhalte 
i: Gebiete zwischen C, und C, bzw. zwischen C, und C,” usw. 
„ander gleich und sämtlich gleich ze, wo e die Breite des 
jeisringes (C,, C,) angibt. Wählt man „ hinreichend groß, so 
3 ne>a? —b? ist, so ist der gesamte Flächeninhalt der Ge- 
Bla). (CH ',Ca) größer als der des Kreis. 
ges (C,, C,); da diese Gebiete sämtlich einander fremd sind 
11 G,, Br für jedes : im Innern von CH liegt, so muß C% 
Inigstens einen im Innern von C, liegenden Punkt P* haben. Sei 
derjenige Punkt von C,, dessen Bild P* bei der n-ten Potenz 


( 


) 
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von. it, ist, und seien P, P',.P",...,,P" die Bilder von’? beiws 
Potenzen von tt,. 

Stellen wir wieder das Bild des Ringes R in der Ebene m 
den rechtwinkligen Koordinaten (£, 7) dar, wobei dem Ring R d 
Streifen | 

S: ? >2n>20, —w<iö<+tw 
entspricht, so entsprechen den Kreisen C ,C, die Geraden C,, & 
den Kreisen C,’,C, die Geraden C,,C,. Wir verbinden P und 
durch eine geradlinige Strecke und betrachten die Bilder derselbe 
bei den Potenzen von tti,. Da PP’ ganz im Streifen (C,,C,’) lieg 
und dieser Streifen bei ti, in einen ihm fremden Streifen (C/, C, 
übergeht, ist das Bild der Strecke PP’ ein einfacher Bogen P’P 
der die Strecke PP’, abgesehen von P’, nicht trifft. Die Bilder vo 
P P’ bei den Potenzen von tt,, d. h. die Bögen PP’, P'P”,..., Pr-17 
bilden einen einfachen Bogen, der den Punkt P mit einem unterha] 
von C, liegenden Punkt P* verbindet. Sei von P aus Q der ers! 


A p 


Fig. 46. 


auf C, liegende Punkt dieses Bogens. Der zwischen C, und 
liegende Bogen PO geht bei ti, in den zwischen C und C, liege 
den Bogen PO’ über; die beiden Bögen PO und PO haben de 
Bogen P'O gemeinsam. Aus den Eigenschaften von und Z, folg 
daß die Abszisse von P’ größer ist als die von P, während die A 
szisse von 0’ kleiner ist als die von O. 

Sei R ein veränderlicher Punkt des Bogens PO und R’ se 
Bild. Betrachten wir den Drehungswinkel des Vektors RR’ währer 
R den Bogen PO umläuft. Er ist gleich — a «+ ß, bis auf Vie 
fache von 27, wobei &« und £ die spitzen Winkel bedeuten, die d 
Strecke PP’ mit der positiven &-Achse bzw. die positive &-Achse m 
der Strecke 0’ 0 bildet; wir behaupten, daß dieser Drehungswinkel gen: 
gleich - a+ «+ ß ist. Dies ist klar für den Fall, daß die Bögen p 
und 00’ geradlinige Strecken sind. — Seien nun P,,0,P,,0, vi 
Punkte, die wir aus P,Q, P’,0’ bekommen, indem wir ihre Abszisse 
um die gleiche Größe ! vermindern, während wir die Ordinaten ung 
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ndert lassen; die Größe l wählen wir so groß, daß die gebrochene 


inie P, P,'Q,0,' den Bogen PP'00' nicht trifft. Sei b ein einfacher 
ii der QO und Q, im Innern der einfachen geschlossenen Kurve 


0, @ QP’ verbindet. Wir führen den Bogen PP'00' in die Linie 
> =” 0,0, über durch eine topologische Deformation, während deren 
7 Punkte P, P',O' die Strecken PP, P’P,', 0’ Q, und Q den Bogen b 
eschreibt. Während dieser Dee ner sich der Drehungs- 
‚inkel stetig; daraus folgt, daß für jede Lage bei dieser Deformation 
ie Differenz des Drehungswinkels und der Größe — a ++ P; 
ieselbe ist (&, ßı bedeuten die einem bestimmten Moment der 
BE mation entsprechenden Winkel, die für die Anfangslage & und 
darstellen. Da diese Differenz für die Endlage, das ist für 
ie gebrochene Linie P,P,'Q,0,,, gleich O ist, so ist sie auch für 


en Bogen PP'00’ gleich O. 


| Der Drehungswinkel des Vektors RR längs des Bogens PP’O0' 
t die Änderung der Funktion &(&,n) bei Verschiebung des Punktes 


| 


',n) auf dem Bogen PO von P bis 0. Wählen wir in P diejenige 
estimmung @, (£,n) der Funktion w(&,n), die daselbst den Wert 
-«& hat, so bekommen wir in Q den Wert — rn —+ß. 

| Sei w, (&,n) diejenige Bestimmung von o(E,n), die auf C, den 
Tert O hat; die Werte w, (&,n) und w, (&,n) unterscheiden sich im 
unkte P um weniger als 37; also ist durchweg 


Io, (&n)— ao, (& m)| 5: 


er Wert von w,(&,n) ist in Q von — zz um weniger als In ver- 
'hieden; jede Bestimmung von w(&,n) ist längs C, einem unge- 
ıden Vielfachen von z gleich, folglich hat ©, (&,n) in O und also 
ıch in jedem Punkt von C, den Wert —.n. 


| Sei also R ein beliebiger Punkt und R’ sein Bild bei t; die 


ichtungsänderung des Vektors RR ist gleich —rz, wenn R von 
nem Punkt von C, bis zu einem Punkt von C, geht. 

Die zu it inverse Abbildung ti”! hat sämtliche Eigenschaften von 
m dem Unterschiede, daß bei £”! die Punkte von C, und C, in 
ıtgegengesetzter Richtung übergeführt werden, wie bei f. Die 


/inkeländerung des Vektors R'R von einem Punkt von C DISezu 


nem Punkt von C, wäre dann wegen der Symmetrie gleich +. 


- Die Vektoren RR und R'R sind gleich und von entgegengesetz- 
n Richtungen, so daß ihre Winkeländerungen einander gleich sein 
‚üßten. 

Die Annahme, ' daß die Abbildung i keinen Fixpunkt besitzt, 
hrt somit zu einem Widerspruch. — | 


m 
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| 


Statt der Voraussetzung, daß die Abbildung flächentreu ist, ge 
nügt es, vorauszusetzen, daß die Abbildung eine positive Integra 
invariante 

JIP&mdedn (P&nm)>0) 
besitzt. Wie Birkhoff zeigt, läßt sich dieser Fall auf den obige 
zurückführen, indem man eine geeignete topologische Abbildung de 
Kreisringes auf sich selbst bestimmt, die die Integralinvariante in di 
Flächeninvarlante überführt. | | 

Es sei endlich die folgende von Poincare ausgesprochene, bishe 
nicht bewiesene, rein topologische Formulierung seines Satzes € 
wähnt: | 

Bei jeder topologischen Abbildung des Kreisringes auf sich, di 
die Randkreise in entgegengesetzten Richtungen dreht, gibt es en 
weder wenigstens einen Fixpunkt, oder eine solche einfache gt 
schlossene Kurve, deren Bild (oder inverses Bild) ganz im Inner 
dieser Kurve liegt. | 

Sellt man wieder den Kreisring als einen unendlichen Streifen , 
in der Ebene dar, der von den Geraden: | 


| 
| 
| 


Nah k 

ls ee 
G:n=b) 
berandet ist und erweitert die Abbildung auf die ganze Ebene mittel 
der Formel 

EB), 

wobei &’ die Abszisse des Bildes von (£,a) bzw. von (£,b) bedeute 
je nachdem n >a bzw. n<b ist, so geht das Problem darat 
hinaus, bei der so entstehenden, die Indikatrix erhaltenden, fixpunk 
freien, topologischen Abbildung der Ebene auf sich ein solches Tran: 
lationsfeld in S anzugeben, welches von zwei in & mit der Periode 2. 
periodischen, einfachen offenen Linien berandet ist. 


S 4. Fixpunktsätze von geschlossenen Flächen. 


In diesem Paragraphen geben wir einen von Birkhoff herrührer 
den Fixpunktsatz wieder. 

Sei zunächst F eine geschlossene orientierbare Fläche vom Gt 
schlecht # > 1. Wir betrachten eine solche topologische Abbildung 
von F auf sich, die zum Typus der Identität gehört, die also aus de 
Identität durch eine topologische Deformation der Fläche F in sic 
entsteht. Der Birkhoffsche Fixpunktsatz besagt nun, daß bei eine 
derartigen Abbildung wenigstens ein Fixpunkt auftritt. — Wir werde 
aber den schärferen Satz von Birkhoff über Fixpunkte von analyt 
schen Abbildungen erbringen, in dem der eben erwähnte topolog 
sche Satz mit enthalten ist. 


Lveee 
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Zu diesem Zweck nehmen wir eine analytische Fläche F an und 
ınterziehen sie einer eineindeutigen analytischen Abbildung i{. Seien 
u,v) reguläre Koordinaten in der Umgebung eines Fixpunktes uv=v— 0 
on F; die Abbildung in dieser Umgebung wird durch konvergente 
»otenzreihen: 


| ee 
| WV=cu+dv-+..., 
‚usgedrückt. Seien 0, und 0, die Wurzeln der charakteristischen 
ıleichung: 


(ad —bce>0) 


b d-—-o 


Nenn o, und o, beide von 1 verschieden sınd, heißt der Fixpunkt 
infach, sonst mehrfach. Wenn o, und o, reell sind, haben sie 
leiches Vorzeichen, da ihr Produkt ad — bc >0 ıst. Ein einfacher 
ixpunkt, für den O0 <o,<1<<o, ist, heißt direkt instabil, ein solcher, 
ir den 02, <—1<o0,<0 ist, heißt invers instabil, alle andern ein- 
ıchen Fixpunkte heißen siabil. — Ein mehrfacher Fixpunkt kann 
ufgefaßt werden als entstanden durch das Zusammenfallen von Rk 
:abilen oder invers instabilen und / direkt instabilen Fixpunkten; die 
\ahl & — 2 ist von der speziellen Zerlegung des mehrfachen Fixpunktes 
ı einfache unabhängig, wie es sich unten ergeben wird. 

, Der Satz von Birkhoff besagt nun folgendes: 


Ia—o0 c 
| ZA: 


Wenn eine eineindeutige analytische Abbildung t einer orientierbaren 
zSchlossenen analytischen Fläche F vom Geschlecht p durch eine stetige 
Veformation der Fläche F in sich entsteht, so ist die Differenz der direkt 
ıstabilen und der anderen Fixpunkte gleich 2P — 2.') 


Den Beweis geben wir unverändert nach Birkhoff wieder, obwohl 
ie bei ihm verwendeten Methoden wesentlich von unseren bisherigen 
lethoden abweichen; jedoch läßt sich der Beweis für den topologi- 
chen Satz, der vorher ausgesprochen wurde, in eine von der analytı- 
chen Natur unabhängige Form bringen, wie man erkennen wird. 
Wir setzen zunächst voraus, daß bei der Abbildung i jeder Punkt 
on F in einen sehr nahe bei ihm liegenden Punkt übergeht, so daß 
(der Punkt mit seinem Bild durch einen kurzen geodätischen Bogen 
arbunden werden kann. 
Indem wir jedem Punkt P die Richtung dieses einzigen geodätı- 
:hen Bogens zuordnen, erhalten wir eine Menge von Linienelementen, 
ie in jedem Punkte von F mit Ausnahme der bei £ invarianten Punkte 
efiniert sind und sich mit dem Punkt P analytisch ändern. 
‘ Darüber gilt nun der folgende, ım wesentlichen von Poincare her- 
ihrende Satz, den wir erst in VII $2 beweisen werden: 


1) Dabei kann p auch O oder 1 sein. 
14* 
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Sei ein System von Linienelementen auf einer orientierbaren g 
schlossenen analytischen Fläche F vom Geschlecht p gegeben, mi 
gewissen singulären Punkten P,, P,,..., P,. Sei ferner 2Ö0,n di 
Richtungsänderung des Linienelementes auf einer hinreichend kleine 
positiv umlaufenen einfachen geschlossenen Kurve um den Punkt P, 
Dann ist d&, +0 + ... +6, =2 — 2 

Wir betrachten nun die Richtungsänderung des Linienelemente 
um einen bei £ invarlanten Punkt P, von F. | 

Wenn ein direkt instabiler Fixpunkt ist, projizieren wir ein 
Umgebung von P, auf die ın P, berührende Ebene, und bezeichne 
mit u, v nee Ken dieser Ebene, deren Anfangspunlk 
u„=v= (0 mit P, zusammenfällt. Diese Koordinaten wählen wir derar 
daß die Abbildung / sich in der Normalform: 

(W=0,u+.. 
= 0,v-... 
ausdrücken läßt. 

Wenn der Punkt P: (u, v) einen hinreichend kleinen Kreis m 
dem Radius e(>0) um den Anfangspunkt in positivem Sinne bi 
schreibt, wird der Bildpunkt (w, v’) annähernd eine Ellipse mit de 
Halbachsen o, & 0, € beschreiben. Der Vektor ((u, v), (w, v’)) bildet m 
der positiven u-Achse einen Winkel, dessen Tangens gleich | 

v’ — U (&—-ND)v-+... 
Wu (G-Du+. 


b x : : „—|1 BER 
ist; seine Winkeländerung ist gleich — 2rz, da 4 ; negativ 1st. 
Dı = 


Die Richtung dieses Vektors ist bis auf Glieder höherer Ordnun 
gleich der des entsprechenden geodätischen Bogens auf F. 

Die Zahl ö ist also bei einem direkt instabilen Fixpunkt gleich —1 

Sei nun P, ein solcher invers instabiler, oder stabiler, einfache 
Fixpunkt, für den o, und o, beide reell sind. Dann sind entwede 
0, und o, beide positiv und kleiner als 1, oder beide positiv un 
größer als 1, oder aber beide negativ. Der Tangens des Winkel: 
den die Projektion des (u, v) mit (w, v’) verbindenden geodätische 
Bogens mit der positiven «-Achse bildet, hat die gleiche Form wi 


} : —1 Fe 2 : 
vorhin, wenn 0, +0, ist; nun ist aber ®® ; positiv. Wir schließen da 
- [& — 


aus, daß in diesen Fällen ö= +1 ist. Der Fallo, = o, kann ähnlic 
behandelt werden und führt zum selben Ergebnis. 

Wenn o, und o, konjugiert komplex sind, können wir die Al 
bildung in der elzan ua des Fixpunktes durch die folgenden Formel 
darstellen: 

(W=klucöose —vsino)—+'... 
IvV=kl(usino+vcoso)-+.... 


in. 
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sobei ı, v’ schiefwinklige Koordinaten bedeuten und k >0 ist. Für 
‚— 1 ist die Abbildung im wesentlichen (d.h. bis auf Glieder höhe- 
er Ordnung) eine Drehung, so daß bei einem positiven Umlauf des 
‚unktes P: (u, v) um den Anfangspunkt die Winkeländerung des Vek- 
rs (u, v), (wW, v’)) gleich +27 ist. Für k=+1 haben wir im wesent 
chen eine Drehstreckung, so daß auch in diesem Fall die Winkel- 
nderung offenbar gleich + 2 ist. 

Für den Fall einer hinreichend kleinen Deformation und unter 
‚er Annahme, daß nur einfache Fixpunkte vorkommen, folgt also der 
ı beweisende Fixpunktsatz unmittelbar aus dem erwähnten Poincare- 
chen Satz. 

| Den Fall mehrfacher Fixpunkte können wir als Grenzfall des eben 
rledigten betrachten, so daß der Satz auch für diesen Fall gilt. 

Für beliebige analytische Deformationen bestimmt man ein System 
‚von Linienelementen, dessen singuläre Punkte mit den für £ invarı- 
aten Punkten von F zusammenfallen, so daß sich die geodätische 
ichtung eines Punktes von ihrer transformierten Richtung in der 
mgebung eines Fixpunktes von F um einen Winkel unterscheidet, 
‚er mit dem Abstand dieses Punktes von dem Fixpunkt unter jede 
renze herabsinkt. 

' Wir betrachten nur den Fall 9 >1. Die universelle Überlage- 
ıngsfläche von F bilden wir auf das Kreisinnere topologisch derart 
> daß den Decktransformationen der Überlagerungsfläche eine Gruppe 
on hyperbolischen Bewegungen des mit einer hyperbolischen Maß- 
estimmung versehenen Kreisinnern entspricht. Der Deformation von 
‚entspricht eine stetige Deformation des Kreisinnern, wobei kon- 
uente Punkte (d.h. solche, die demselben Punkt von F entsprechen) 
amer in kongruente Punkte übergehen. Der Vektor, der einen Punkt 
it seinem Bild verbindet, erfährt während der Deformation in kon- 
uenten Punkten dieselbe Winkeländerung. Wenn wir das System 
»n Linienelementen betrachten, welches in der hyperbolischen Ebene 
e Richtung eines jeden Punktes von der ursprünglichen nach der 
ansformierten Lage angibt, erhalten wir ein System L von Linien- 
ementen auf der Fläche, dessen singuläre Punkte die bei £ ınvarı- 
ıten Punkte von F sind. Dieses System L kann angesehen werden 
Ss durch ein System von geodätischen Linien geliefert, die je einen 
ınkt mit seinem Bild verbinden. — 

' Eine ebenfalls von Birkhoff herrührende Erweiterung des obigen 
ıtzes bezieht sich auf eine beliebige orientierbare analytische Fläche 
ım Geschlecht 5 und mit r Konturen; wenn eine solche Fläche einer 
alytischen Deformation unterworfen wird, die zu einer umkehrbar 
adeutigen Abbildung der Fläche führt, so ist die Anzahl der direkt 
abilen Fixpunkte vermindert um die Anzahl der anderen Fixpunkte 
‚eich 2$-+r— 2. 


214 VI. Abbildungen von Flächen. 


Aus diesem Satz folgt für $=0,r—= 2, daß bei den im vorige 
Paragraphen betrachteten Abbildungen des Kreisringes aus der Existen 
eines einfachen Fixpunktes die eines zweiten folgt. Ob diese Fixpunkt 
in einen Punkt zusammenfallen können, oder ob es notwendig zw 
örtlich verschiedene Fixpunkte gibt, wird durch diese Betrachtun, 
nicht entschieden. | 


Kehren wir endlich zum topologischen Inhalt des Birkhoffsche 
Satzes zurück. Wenn man nur die Existenz eines Fixpunktes nacl 
weisen will, ist die obige Methode, die eigentlich den analytische 
Charakter der Abbildung nur in den Umgebungen der Fixpunkt 
voraussetzt, ohne Beschränkung anwendbar; die Annahme, die Abbi 
dung habe (für geschlossene orientierbare Flächen F vom Geschlect 
p > 1) keinen Fixpunkt, führt nämlich sofort zu einem Widerspruch. | 
Es sei noch erwähnt, daß im Grunde die oben dargestellte Method 
mit der von Brouwer herrührenden Methode der Betrachtung vo 
Vektorverteilungen identisch ist; diese Brouwerschen Untersuchunge 
werden wir im Rahmen der Topologie der mehrdimensionalen Mannis 
faltigkeiten darstellen. — 


Bei einer zum Typus der Identität gehörigen topologischen Al 
bildung ti einer geschlossenen orientierbaren Fläche (vom Geschlect 
p >1) auf sich selbst braucht es nicht mehr als einen Fixpunkt z 
geben; dafür wollen wir ein Beispiel angeben. 


Nehmen wir einen von $ +1 Kreisen berandeten ebenen Bkt 
reich db. Durch einen Punkt P des äußeren Randkreises legen wir 
einander sonst nicht treffende und außerhalb voneinander liegend 
einfache geschlossene Kurven 7,, 79, ..., 7,„, von denen jede je eine 
Randkreis des Bereiches b umschließt. Den von der Kurve 7, un 
von dem in ihrem Innern liegenden Randkreis berandeten Bereic 
bilden wir topologisch auf einen ebenen Kreisring 


ala 2er, 
re 


ab, so daß P in den Punkt (7, 9)= (2,0) übergeht; mittels diese 
Abbildung übertragen wir die durch die Formeln 


ZEEEEN LE 
| #39 an oses- 


und 


BERN 2: 
neete Erlangen sen 
Y 
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rklärte Abbildung auf den im Innern von 7, liegenden Teilbereich 
‘on b. Den außerhalb von 75,795: 7, liegenden Teil von 5b bilden 
vir auf das Innere eines $ +4 1-seitigen Polygons ab, so daß dem 
unkt P alle Eckpunkte desselben entsprechen, sonst aber die Ab- 
ildung einschließlich des Randes topologisch ist. In diesem Polygon 
rklären wir eine topologische Abbildung, die dıe Eckpunkte und nur 
liese ungeändert läßt und auf dem Rand mit einer im voraus ge- 
‚ebenen Abbildung übereinstimmt. Es genügt, dıes für den Fall eines 
Dreieckes anzugeben. Seien A, .. inhomogene Dreieckskoordinaten 
wer <1, 0<u<si; (01)=(1l)=(11)) das Bild (R’, u’) des 
Punktes (A, «) wird dann durch die Formeln erklärt: 


| Bro). p 
ra=(tl- Ag) +Ahlu); 


labei bedeuten f(A),g (u), h (u) der 
Xeihe nach diejenigen Funktionen, 
But den Seiten u—0,4—0, 
‚= 1 beziehungsweise die vorher 
:egebene Abbildung darstellen. — 
Nenn man diese Abbildungen auf 
ien Bereich b überträgt, erhält 
aan eine zum Typus der Identität 
"ehörige topologische Abbildung 
‚on b auf sich selbst, mit einem 
gen, auf dem Rand liegenden Fig. 47. 

Ip uokt Di(srtie. 40,9 = 2, — 

’erdoppelt man den Bereich und vereinigt die beiden Exemplare in 
ren kongruenten Randpunkten, so entsteht eine geschlossene orien- 
ierbare Fläche vom Geschlecht 5 mit einer zum Typus der Identität 
\ehörigen topologischen Abbildung der Fläche auf sich selbst, die einen 
inzigen Fixpunkt aufweist. 


i 
\ 
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In diesem Paragraphen werden wir die von J. Nielsen herrühren- 
'en Resultate über die Minimalzahl der Fixpunkte bei Abbildungstypen 
er Ringflächen wiedergeben. 
' Sei zunächst F eine orientierbare Ringfläche, d.h. eine Torusfläche, 
nd sei Z eine topologische Abbildung von F auf sich selbst. Sei (a, b) 
in Fundamentalsystem von Kurven auf F, welches etwa aus dem 
t) Als orientierbare bzw. nichtorientierbare Ringfläche bezeichnen wir die 
eschlossene orientierbare Fläche vom Geschlecht 1 bzw. die geschlossene 


ichtorientierbare Fläche vom Geschlecht 2 (beide Flächen haben die Charakte- 
‚stik 0). 


} 
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Meridian a: o=0 und aus dem Parallelkreis b: y=0 besteht. Diı 
Kurven a,b gehen bei £ in die Kurven a’, b’ über, die den Kurygi 


a'rzzarb", 


He EN (m, n, $, q— ganze Zahlen) | 
ra ; | 


homotop sind. Da a’ und b’ wieder ein Rückkehrschnittpaar bilden 
läßt sich jede Kurve auf F durch diese neuen Fundamentalkurvei 
ausdrücken; insbesondere gilt dies von den Kurven a und b, die sich! 
also in der Form schreiben lassen: Ä 


If L!'n! 
a.7s.a br, 


Sk 2 


—_ 


(m’, n’, p’, q’ = ganze Zahlen 


Die Determinante 


d=mq— np 
ist also notwendig gleich £ 1. 


Vier Zahlen m, n, $, g mit der Determinante +1 bestimmei 
zwei Kurven a’, b’ bis auf Homotopie, die die Bildkurven von a und | 
bei einer topologischen Abbildung darstellen können. Durch die Angab 
dieser Zahlen ist dann ein Abbildungstypus von F bestimmt, in den! 
in $1 angegebenen Sinne, d.h. je zwei topologische Abbildungen de 
Fläche F auf sich, die beide zum selben Zahlenquadrupel m, n, ,t 
gehören, lassen sich durch eine topologische Deformation der Fläche? 
in sich ineinander überführen. Um dies nachzuweisen, genügt es zı 
zeigen, daß jede topologische Abbildung von F auf sich selbst, die 
jede einfache geschlossene Kurve in eine ihr homotope Kurve über 
führt, zum Typus der Identität gehört. In VI $1 haben wir schor 
gesehen, daß eine topologische Abbildung von F auf sich, die jede 
einfache geschlossene Kurve in eine ihr isotope Kurve überführt, zum! 
Typus der Identität gehört. Nun sieht man aber leicht ein, daß zwe 
homotope einfache geschlossene Kurven auf der Torusfläche immei 
auch isotop sind, womit die obige Behauptung erwiesen ist!). 


1) Seien 7 und 7’ zwei einfache geschlossene Kurven auf F, die einandeı 
homotop sind. Wir Können voraussetzen, daß die Kurven 7 und 7’ nur endlich 
viele gemeinsame Punkte haben, denn wir können 7° durch eine ihr iso 
tope Kurve ersetzen, die die Kurve j nur in endlich vielen Punkten trifft 
Wir schneiden nun die Torusfläche längs der Kurve 7 auf, so entsteht eir 
ebener Kreisring, der von den beiden konzentrischen Kreisen j+ undj berandel 
ist. Der Kurve 7’ entspricht eine endliche Anzahl von einfachen Bögen in dem 
Kreisring, die bis auf ihre Endpunkte im Innern des Bereiches liegen; einem 
jeden Endpunkt eines solchen Bogens entspricht ein mit ihm auf der Torus: 
fläche zusammenfallender Endpunkt eines anderen Bogens von 7’. Wenn wiı 
einem Bogen von 37’ den Index 0, und jedem anderen Bogen, der Reihe nach; 
den Index ö+1 bzw. i— 1 zuordnen, ‘je nachdem derjenige Endpunkt dieses 
Bogens, der mit einem Endpunkt des mit dem Index : bereits versehenen 
Bogens zusammenfällt, auf dem Rand j* bzw. 7” liegt, und ferner jeden Boge 
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Es handelt sich um das folgende Problem: Wie viele Punkte 
müssen bei jeder Abbildung eines durch das Zahlenquadrupel m,n,Pp,gq 
ma—np=+1) bestimmten Typus mindestens ungeändert bleiben? 

Die Lösung dieses Problems geben wir ohne Abänderung nach 
ler (im Literaturverzeichnis genannten) Arbeit von J. Nielsen wieder. 
Auf der Torusfläche F mit den bizirkularen Koordinaten (o, ), 
0<p<2n, 0<y<2n) führen wir die Koordinaten (ws, v) durch 
die folgenden Formeln ein: 


"aßt man u und v als überall stetig veränderlich auf, so sind sie un- 
:ndlich vieldeutig und kommen zur Bestimmung eines Punktes nur 
nod 1, d.h. mit ihrem Bruchbestandteile in Betracht. 

(u’, v’) sei der Bildpunkt des Punktes (w, v) bei der gegebenen 
\bbildung {. Dann sind die Größen u=u’— u undpv=v’— v auf F 
tetig veränderliche Funktionen. — Zunächst werde angenommen, daß 
m Zahlenquadrupel (m, n, $,qg) n=#0 und $ #0 ist. Durchläuft man 
ı im positiven Sinne, so nımmt dabei « den Summanden 1, u’ den 
summanden m, also u den Summanden m — 1 auf. Durchläuft man 
"in positivem Sinne, so bleibt « konstant, während «’ also auch u 
len Summanden #5 aufnimmt. Ist also I’ eine geschlossene stetige 
{urve vom Typus a®b’, so nimmt u beim Durchlaufen von /'’ den 
summanden o(m — 1)+op auf. Hat nun I’ die Eigenschaft, daß u 
uf I’ einen bestimmten Wert (mod 1) nicht annimmt, so kann u 
ängs I' keinen Summanden aufnehmen und es folgt 
em 1) op —0. 

Jiese Gleichung ist stets erfüllt, wenn o0=o=0 ist, wenn also I 
uf F reduzibel, d. h. homotop O ist. Ist I’ irreduzibel, d. h. nicht 
\omotop O0, so ist o#0, da aus o=0 wegen +0 auch o— 0 
algt. Dann kann die Gleichung geschrieben werden 

l1—-m 


| 


y 


renn e=(1— m, p) (= größter gemeinsamer Teiler von 1— m und $) 
it. Also ist I’ vom Typus 

| Da Lumt 

Ä = rn LT 


ut einem Index +0, der mit einem Randbogen des Kreisringes zusammen 
'ınen von den weiteren Bögen von 7’ freien Bereich berandet, auf diesen 
andkreisbogen von 7+ bzw. 7 topologisch deformieren, alsdann diesen Bogen 
on j* bzw. von 7 durch den kongruenten Bogen von j= bzw. j*+ ersetzen, 
kommen wir nach endlich vielen Schritten eine im Kreisring liegende ein- 
‚che geschlossene Kurve, die aus 7’ durch eine topologische Deformation 
ıtsteht. Diese Kurve kann dann durch eine topologische Deformation im 
ine in einen Randkreis desselben übergeführt werden. —- 


218 VI. Abbildungen von Flächen. 


wo r eine ganze Zahl ist. Entsprechend ist eine geschlossene Kurve 
auf der ein bestimmter Wert von pvp (mod 1) nicht angenommen wird 
vom Typus 

Ion | 


A=(a7 dr) | 1 


Ss 


j 
| 


wenn f=(1 —g,n) und s eine ganze Zahl ist. 


Sowohl u als v nehmen bei unseren Voraussetzungen n+0, pP +( 
alle Werte (mod 1) auf F an, da sie längs b bzw. a von Null ver 
schiedene ganzzahlige Summanden aufnehmen. Die Punkte, für welche 
u=0 (mod 1) ist, bilden eine abgeschlossene Teilmenge von F, eben 
die Punkte, für welche v=0 ist. Die Menge der Fixpunkte ist deı 


Durchschnitt beider. | 

Sei ö eine feste Zahl aus dem Intervall O<öd<4. Auch di 
Punkte u= +6 bilden eine abgeschlossene Teilmenge von F. ®& 
sei ihr Abstand von der Menge u=0. Ebenso sei e, der Abstanc 
der Mengen v=+6ö undp=0. Sei » eine solche positive ganz 


Zahl, daß = 5 und Ei IR 1G ist. — Dann teile man das Einheits 


v 


quadrat O<u<1, O0<v<1, durch welches wir die Fläche F dar 
stellen, durch Parallele zu den Seiten in »® Quadrate von der Kanten 


länge —. Wir nehmen diejenigen Quadrate heraus, die in ihrem Inner 
v 


oder auf dem Rand einen Punkt der Menge u =0 enthalten; die 
von den inneren Punkten dieser Bereiche gebildete Menge, die au: 
einer endlichen Anzahl von Gebieten G,,G,, -.-, G„a besteht, bezeich 
nen wir mit M„. Jedes G, wird von endlich vielen Polygonen IZ, 
II,,... berande. Auf einem solchen II liegt kein Punkt u=®0 
da nämlich diese Punkte alle zu M. gehören. Für die Punkte unc 
Randpunkte von M,„ ist — ö <u< + ö(mod 1); auf einem Polygor 
II ist also entweder O<u<oö oder —-—ö<u<0O, so daß wir Hosı 
tive und negative Polygone unterscheiden können. Da auf den I 
z.B. der Wert u =% nicht angenommen wird, sind sie vom Typus 


Nun durchlaufe man die Kurve b und achte auf ihr Verhalter 
zu den Gebieten g. Das Betreten eines G an einem negativen I 
und das Verlassen eines G an einem positiven // werde mit den 
Index +1, das Betreten eines G an einem positiven // und da: 
Verlassen eines G an einem negativen /] mit dem Index — 1 be 
wertet und die Indexsumme / längs b gebildet. (Diese Vorgäng 
des Betretens und des Verlassens treten nur endlich oft ein.) Da ı 
längs b den von Null verschiedenen Summanden $ annimmt, is 
J= 2p. Der Beitrag J7,, den ein bestimmtes Polygon //, vom Typu: 
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zu J liefert, ist dem absoluten Betrage nach gleich dem absoluten 
‚Betrag der „Charakteristik“ der beiden Kurven 5 und I/,,') d.h. der 
‚Differenz der Anzahlen der Überkreuzungen von I], von dem nega- 
tiven Ufer von b auf das positive Ufer und derjenigen von dem po- 
'sitiiven Ufer auf das negative, d.h. gleich dem absoluten Betrag der 
‚Exponentendeterminante der beiden Kurventypen, also 


0 I 
| p 
Jm|=| p l—-m =|zr| 
VEReeeT 


Ist also //, reduzibel, also », = 0, so liefert es keinen Beitrag zu J. 
Es muß daher unter den // auch irreduzible geben. Ist //, irredu- 
zibel, also », +0, so muß, da ein Randpolygon eines Gebietes sich 
nicht selbst überschneiden kann, eine Kurve vom Typus I’,-,, aber, 


wie man leicht erkennt”), mindestens , — 1 Selbstüberschneidungen 


hat, notwendig », =1 sein. Also liefert // zu J den Beitrag + ER 
s 1 e 


und wir erkennen, daß es mindestens 2e irreduzible Polygone geben 
muß, jedes vom Typus I,-ı.- Da nun ein irreduzibles Polygon auf 
F kein Gebiet beranden kann, zwei irreduzible, einander nicht treffende 
Polygone aber ein Gebiet beranden, so verteilen sich die irreduziblen 
Randpolygone zu je zweien auf mindestens e aus den Gebieten G,, 
die wir kurz die irreduziblen Gebiete nennen, im Gegensatz zu redu- 
ziblen Gebieten, die ganz im Innern eines reduziblen Randpolygons 
legen. 

Sei nun G, ein irreduzibles Gebiet, //, und //, die beiden zu 
seiner Berandung gehörigen irreduziblen Polygone. Sind diese beide 
»ositiv oder beide negativ, so heben sie sich in ihrem Beitrag zu J 


Sa 


7 %)S. dazu Weyl, Die Idee der Riemannschen Fläche, 2. Aufl. (Leipzig, 
3) S. 167 ff. 

2) Es sei y=a*bl und I’=y"=(atb')"=a®dt. Ein Bild von I’in der 
w,v)-Ebene laufe von (w,,v,) nach (+ K,v,+L). Man betrachte alle die- 
enigen zu diesem kongruenten Bilder, die aus ihm durch alle positiven und 
ıegativen Potenzen der Substitution =4-+-K,v =v-+-L entstehen. Diese fügen 
kich zu einem unendlichen Kurvenzug S aneinander, der die (#,v)-Ebene zer- 
egt und auf welchen sich eine Durchlaufungsrichtung von I’ überträgt. Nun 
ei 55 das Bild von S bei der Substitution =u+Pßk, U =v+Pl, wobei 
we Br ist. Hätte Sg mit 5 keinen Punkt gemeinsam, so müßte es z. B. 


janz links von S liegen; dann läge ebenso S, B das aus S B durch nochmalige 


Anwendung derselben Substitution entsteht, ganz links von S ß also auch ganz 
inks von S und von diesem durch Sg getrennt, S3B wieder ganz links von 
28 usw. Nach spätestens r Schritten ist aber Sra=S5h woraus ein Wider- 
‚pruch folgt. Also hat Sg mit S mindestens einen Kreuzungspunkt; dieser 


ntspricht einer Selbstüberkreuzung von /! Da ß jeden ganzzahligen Wert 
us dem Intervall 1<$#<r—1 annehmen kann, so folgt, daß /' mindestens 
— ] Selbstüberkreuzungen hat. 


| 
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auf und wir nennen G, ein unwesentliches irreduzibles Gebiet. Ist 
aber //, positiv und’ I, negativ oder umgekehrt, so verdoppeln Ri 
sich in ihrer Wirkung, liefern also zusammen zu J den Beitrag +3 4 


oder eu G, soll dann ein wesentliches irreduzibles Gebiet erster 


Art bzw. zweiter Art heißen. — Wir erkennen also: die Anzahl der 
wesentlichen irreduziblen Gebiete erster Art muß diejenige der zwei 
Art um genau e Einheiten übertreffen. 

Wir wiederholen nun das ganze Verfahren unter Auszeichnung 


des Wertes u=3 statt u=0. Sei n, der Abstand der Mengen 


u=%3 und u=-+3% und n, der Abstand der Mengen nv mi und 


b= -+%, und er u eine solche positive ganze Zahl, daß — s % 
V 


und —<- ıst. Dann konstruieren wir die Quadratteilung mit der 


Seite I und zeichnen ebenso wie früher die Menge N, aller Quadrate 
u 


aus, die einen Punkt u =; besitzen. N, hat dann von M,„ einen 
endlichen Abstand. Dann erschließen wir wie oben die Existenz von 
‚hZe irreduziblen Gebieten 7,, H,,... von N,„, zu deren Berandun. 


gen je zwei irreduzible Polygone vom Typus I‘,-ı gehören. 


Die irreduziblen Gebiete 7 und G haben keine Punkte gegen- 
seitig gemeinsam. Die letzteren werden also durch die ersteren auf 
F ın h Gruppen getrennt, wenn wir gegebenenfalls auch leere Gruppen 
mitzählen. Seien G, und G, zwei wesentliche irreduzible G-Gebiete 
derselben Gruppe, die durch kein weiteres wesentliches irreduzibles 
G-Gebiet innerhalb der Gruppe getrennt werden und seien Il, 
bzw. 2], diejenigen irreduziblen Randpolygone von G, bzw. G, 
die diese einander innerhalb der Gruppe zukehren; endlich sei X das 
von II, und I], berandete Zwischengebiet von G, und G,. Dam 
verbinden wir //, und I/, in K durch einen solchen Weg w, der es 
vermeidet, etwa in K enthaltene reduzible H- oder G-Gebiete zu be- 
treten. Auf w wird also u=% nicht angenommen. u=0 kann auf 
w nur dann angenommen werden, wenn unwesentliche irreduzible 
G-Gebiete zu K gehören. Da aber die irreduziblen Randpolygone 
eines solchen gleichartig sind, so kann u längs w von I/, nach I, 
auch nicht durch u = 0 hindurch das Zeichen gewechselt haben. 2], 
und II, sind also beide positiv oder beide negativ und G, und 6, 
demnach von entgegengesetzter Art, so daß sie sich in ihrem Bei 
trag zu J aufheben. Wir schließen, daß eine Gruppe höchstens den Ber 
trag eines wesentlichen irreduziblen Gebietes erster Art liefern kann, 
daß es also mindestens e nicht leere Gruppen geben muß. Wir 
können also e irreduzible Gebiete G,, die wir mit Gy, 1, Gu,2 ---, Gwe 
bezeichnen, und e irreduzible Gebiete A,;.1, Hu,a,.-., Hu,. aut As 
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"auswählen, daß für e>1 die ersteren durch die letzteren getrennt 
‘werden und umgekehrt. 
N Vertauscht man nun die Rollen von u und v, geht also von der 
Menge M, derjenigen »-Quadrate aus, die einen Punkt v=0 be- 
sitzen, für die also —ö<v» < +6ö(mod 11) ist bzw. von der Menge 
N, derjenigen u-Quadrate, die einen Punktv =} besitzen, so gelangt 
man durch dieselbe Überlegung zu je f irreduziblen Gebieten 
Be G,2 .-, Gu,r bzw. Ay,ı, Av,a; ---; Hu,r von der Eigenschaft, 
laß für f> 1 die ersteren durch die letzteren auf F getrennt werden 
ınd umgekehrt. Die je zwei irreduziblen Randpolygone dieser Ge- 
niete sind vom Typus A,-;- 
‚ Nun beachte man die sämtlichen Bilder von A, ı in der (u, v)-Ebene. 
Diese setzen sich zu Streifen zusammen, die die Ebene in der durch 
len Typus I’ bestimmten Richtung, der Richtung der Geraden 

u p 


er 


iurchziehen und die durch die Parallelverschiebungen des ganzzahli- 
zen Koordinatengitters ineinander übergehen. Hy,,ı erzeugt analoge 
Parallelstreifen in der durch den Typus A bestimmten Richtung der 
seraden 


u ld 

UV N 

Derjenige Teil der Ebene, der zwischen zwei benachbarten Streifen 
ler ersten Schar. und zwischen zwei benachbarten Streifen der zweiten 
schar liegt, möge das Zwischengebiet der beiden Streifenpaare heißen. 
Jann bestimmen die beiden Scharen so viele einander nicht kon- 
ruente Zwischengebiete, wie der absolute Betrag der Charakteristik 
ler beiden Typen I’ und A angibt, also die Zahl 


| 
| Tagante n KT ae 
E EN. 


immt man die durch Au,s,--., Hu,. erzeugten Streifen hinzu, so 
ird jedes der bisherigen Zwischengebiete in e neue zerschnitten; 
nd nimmt man noch die durch Hy,2; ---, Hu,r erzeugten Streifen 
inzu, so wird jedes von diesen wieder in f neue zerschnitten. Insgesamt 
en 17 220.5 elüund deH, ak —=1,2,...,7)also 


f 


Z=e.fZ=m+g—-d-1 


inander nicht kongruente Zwischengebiete. Da zwischen je zwei be- 
achbarten M,,;- bzw. H,,,-Streifen ein Gu,,;- bzw. G,,,-Streifen 
egt, die sich also im zugehörigen Zwischengebiet überkreuzen, so 
ibt es also in jedem Zwischengebiet mindestens ein, insgesamt also 


| 
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mindestens Z solche »-Quadrate, die sowohl zu M,„ als auch zu M, 
gehören. Man kann also stets Z Durchschnittquadrate von My unc 
M, so angeben, daß man von jedem zu einem anderen nicht gelanger! 
kann, ohne ein H,,; oder ein Ay,. zu durchqueren. F| 

Für jeden Punkt eines solchen Durchschnittquadrates gilt für 


den Abstand E des Punktes von seinem Bildpunkt | 
E = V(uW — u? + (W — V! = Ver +0? <6-V2. | 


Wählt man nun für ö eine gegen O0 konvergierende Folge von 
Werten Ö,,6ö,,... und wählt man zu jedem ö,„ die Zahl », auße: 
nach den früheren Ungleichungen noch so, daß »„,, ein Vielfache: 
von », ist, so ist die Quadratteilung für x + 1 eine Unterteilung der! 
jenigen für den Index x. Jedes Durchschnittquadrat von M.(# +1 
und M,(x +1) ist in einem solchen von M.(x) und M, (x) enthalten 
da es einen Punktı=0 und einen Punkt v = 0 besitzt. Eine solch« 
Folge von ineinander enthaltenen Quadraten konvergiert gegen einer 
Punkt, während gleichzeitig der Abstand E der Punkte der einzelner 
Quadrate von ihren Bildpunkten mit ö gegen O0 konvergiert. Jede 
solche Konvergenzpunkt ist also ein Fixpunkt. | 

Die Gebiete A,„,; und H,,, hängen nur von der festen Zahl 1 
ab und sind also für alle ö, dieselben, ebenso daher auch die 7 
Zwischengebiete, die durch Streifen von überall endlicher Breite von. 
einander getrennt sind. In jedem der Zwischengebiete muß es nur, 
nach dem Obigen wenigstens einen Konvergenzpunkt geben, alsı 
gibt es mindestens Z voneinander verschiedene Fixpunkte. 

Man findet durch nähere Untersuchung der H,,; und A,,x, dal. 
man Z Fixpunkte so auswählen kann, daß man von einem zu einen! 
andern nicht gelangen kann, ohne daß u oder v oder beide einer 
von Null verschiedenen ganzzahligen Summanden annehmen. Dat! 
ist eben die invariante Bedeutung der Minimalzahl Z der Fixpunkte 
für die Abbildungen desselben Typus. | 

Die oben gemachten Voraussetzungen n+#0 und $=0 sind 
nachträglich aufzuheben. Ist = 0, so ist mg= +1, also m= +1: 
Ist m= — 1, so ist der Gesamtindex längs der Kurve a: J= —#4 
Läßt man dann die Kurve a die Rolle der Kurve 5b in den obigeıl 
Überlegungen übernehmen, so bleiben alle Schlüsse entsprechend ir 
Kraft. Ist m = +1, so hat die Abbildung keinen notwendigen Fix 
punkt; in diesem Fall ergibt die obige Formel Z=0. Ebenso is. 
die Beschränkung für n aufzuheben. 

Andererseits ist es leicht, Abbildungen. von jedem vorgeschriebe. 
nen Typus zu konstruieren, die nur diese Minimalzahl Z von Fix, 
punkten aufweisen; solche werden z. B. durch die lineare Trans’ 
formation geliefert: [ u = mu + pv 


\v—=nu-+gv. 
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Damit ist der folgende Satz bewiesen: 


Sind auf einer orientierbaren Ringfläche a und b zwei geschlossene, 
sicht der Null homotope Kurven, die sich in einem einzigen Punkt treffen, 
ınd gehen bei einer topologischen Abbildung der Fläche auf sich selbst 
1 bzw. b in zwei Kurven vom Typus a” br bzw. a bt über, so hat die 
Abbildung mindestens |m+qg— d— 1) verschiedene Fixpunkte, aber 
sicht notwendig mehr. Dabei ist d=mg— np=-1 oder —1, je 
wachdem die Abbildung die Indikatrix erhält oder umkehrt. 


Für die nichtorientierbare Ringfläche erhält Nielsen ein ana- 
joges Resultat; der wesentliche Unterschied dabei ist, daß in diesem 
“all nur eine endliche Anzahl von Abbildungstypen vorhanden ist. 


$ 6. Über periodische Abbildungen. 


Eine topologische Abbildung t einer Fläche auf sich selbst heißt 
jeriodisch mit der Periode n, wenn ihre »„-te Potenz £” die Identität 
Ist, dagegen die Potenzen £, t?, ..., t*-1 von der Identität verschie- 
len sind. 

Wir betrachten zunächst die periodischen Abbildungen einer 
<reisscheibe. Bei einer solchen gibt es wenigstens einen Fixpunkt im 
Sreisinnern. Sei nämlich 7, eine im Kreisinnern liegende einfache ge- 
‚chlossene Kurve, die mit ihrem Bild ;, wenigstens zwei gemeinsame 
Mankte hat!); seien 7,,%,, --., 7,_, die Bilder von 7, bei den Abbil- 
lungen {'=1, t!=1t, t?,..., ir-1. Die Vereinigungsmenge dieser 
Kurven geht bei 2 in sich über, so daß auch jedes Restgebiet dieser 
Menge bei Z wieder in ein Restgebiet derselben übergeht. So geht 
as von ihr bestimmte Gebiet, zu dessen Rand die Kreisperipherie 
!ehört, bei Z in sich selbst über; der Rand dieses Gebietes besteht 
ußer dem Randkreis aus einer einfachen geschlossenen Kurve 7 (s. den 
Iilfssatz auf S. 87), die von ? auf sich selbst abgebildet wird. In dem 
'on 7 und seinem Innern gebildeten Bereich, der bei £ in sich über- 
'eht, gibt es nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz (S. 191) wenigstens 


inen Fixpunkt. — Wir können also voraussetzen, daß der Mittelpunkt 
' der Kreisscheibe ein Fixpunkt ist. 

rein Kreis um O0, und seien %,%. 7%... %,.,:Sseine ‚Bilder 
ei 1,1, 1?,..., "1. Jede dieser Kurven enthält den Punkt O in ihrem 


anern; das von ihnen um O bestimmte Gebiet, dessen Rand aus 
iner einfachen geschlossenen Kurve 7 besteht, geht bei f in sich über, 
omit ist die Kurve j ebenfalls bei £ invariant. Der Schar der konzen- 
ischen Kreise x entspricht auf diese Weise eine Schar von bei { 


!) Sei etwa P, ein beliebiger nicht invarianter Punkt des Kreisinnern, 
‘1, P, seine Bilder bei £ und 2, und die Kurve 7, so gewählt, daß sie durch 
Brei Punkte P,, P,, P, läuft. 


% 
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invarianten einfachen geschlossenen Kurven 7, die die Kreisscheibe 
überall dicht bedecken; wenn der Kreis x’ im Innern des Kreises % 
liegt, liegt auch die x’ entsprechende invariante Kurve 7’ im Innern 
der %# entsprechenden Kurve 7. 


Wenn bei £ die Indikatrix ungeändert bleibt, so kann keine dieser 
Kurven j einen Fixpunkt haben (es sei denn, daß # die Identität ist), 
Zunächst würde dann jeder Punkt dieser Kurve ; ungeändert bleiben, 
wie man leicht einsieht; ferner könnte man um jeden solchen Punkt‘ 
in einer hinreichend kleinen Umgebung eine Schar von invarianten 
Kurven konstruieren, von denen jede die Kurve 7 trifft, folglich Fix- 
punkte hat, und also der identischen Abbildung unterliegt. So wäre 
die Menge der Fixpunkte auf der Kreisscheibe überall dicht, und da sie 
abgeschlossen ist, mit der Kreisscheibe identisch. 


Bei einer von der Identität verschiedenen, die Indikatrix erhalten- 
den periodischen Abbildung ist jede Kurve 7 einer n-periodischen 
Drehung unterworfen. Seien j und 7’ zwei hinreichend nahe beiein- 
ander verlaufende Kurven der Schar, so daß ein einfacher Bogen, der 
einen Punkt von j mit einem Punkt von 7’ zwischen j und 7’ ver 
bindet, seine bei den Potenzen von t entstehenden Bilder nicht trifft. 
Dieser Bogen samt seinen Bildern zerlegt den von j und 7’ beran- 
deten Bereich in der Weise, wie n radiale Wege einen von zwei 
konzentrischen Kreisen berandeten Kreisring, und diese Teilbereiche 
werden bei Z unter sich vertauscht. Nun können wir also je zwei Punkte 
von j und 7’ miteinander zwischen 7 und 7’ verbinden durch einen 
seine sl nicht treffenden Bogen, und dasselbe gilt, wenn wir statt 
j und 5’ nunmehr zwei beliebige Kurven der Schar nehmen, da wir 
zwischen sie eine Folge von endlich vielen Kurven einschalten können, 
die so dicht aufeinander folgen, daß die vorige Konstruktion mözl 
lich ist. 


Vom Mittelpunkt O legen wir einen einfachen Bogen b na 
einem Punkt des Randkreises, der seine Bilder außerhalb von O nicht 
trifft; der Bogen b zerlegt zusammen mit seinen Bildern die Kreis 
scheibe in n Bereiche in der Weise, wie n Radien in n Sektoren. 
Die Kreisscheibe läßt sich nunmehr topologisch auf sich selbst ab- 
bilden, so daß je zwei Punkte, die bei einer Potenz von £ einander 
entsprechen, in zwei solche Punkte übergehen, die vom Mittelpunkt 


gleiche Abstände haben, und deren Winkel sich um Vielfache von E 
unterscheiden. | | 


Eine n-periodische die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung 


der Kreisscheibe auf sich ist somit als einer gewöhnlichen metrischen 


Drehung der Kreisscheibe, mit einem Winkel — an 


homöomorph erkannt. 


(k, n = relativ pri 
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Wenn ? die Indikatrix umkehrt, gibt es auf dem Rand genau zwei 
“ixpunkte, und gehen die beiden durch diese Fixpunkte bestimmten 
3ögen b, und b, ineinander über. Die Abbildung t* läßt die Indikatrix 
ıngeändert; sie besitzt ferner Fixpunkte auf dem Rande, so daß nach dem 
)bigen Beweis /? die Identität, und somit Z eine involutorische Abbildung 
st. — Nehmen wir einen beliebigen einfachen Bogen ß, der einen 
°unkt R, von db, mit einem Punkt R, von b, im Innern der Kreis- 
cheibe verbindet; sei ß’ das Bild von f, und R,’, R,’ die Bilder 
on R,,; R,- Der Bogen ß’ trifft notwendig den Bogen ß, und zwar 
nüssen diese beiden Bögen wenigstens einen im Kreisinnern liegen- 
len gemeinsamen Punkt haben; sonst würde nämlich die einfache 
seschlossene Kurve, die aus den Bögen ß, ß’, ferner aus dem Bogen 


GR, von 5b, und aus dem Bogen RER von b, zusammengesetzt Ist, 
nit erhaltener Indikatrix in sich übergehen, was, da ihr Inneres in 
ich übergehen müßte, unmöglich ist. — Wir wandern nun auf ß 
on R, aus fort, bis wir den ersten Punkt S erreichen, der die 


ligenschaft besitzt, daß der zurückgelegte Teilbogen R,S von ß 
nit seinem Bilde wenigstens einen gemeinsamen Punkt hat; sei S’ das 


fild von S. Die Bögen R,S von ß und R,’S’ von ß’ haben die beiden 
’unkte S und S’ gemeinsam; wenn aber S’-+ S wäre, würde die 
infache geschlossene Kurve, die aus dem Bogen S’S von ß und dem 
3ogen SS’ von ß' zusammengesetzt ist, mit erhaltener Indikatrix 
ı sich übergehen, was unmöglich ist. Also ist S ein Fixpunkt und 
s folgt, daß jeder db, und db, verbindende Bogen die Menge der Fix- 
unkte trifft. — Sei g, bzw. g, dasjenige von der Fixpunktmenge be- 
timmte Gebiet, zu dessen Rand b, bzw. b, gehört; diese beiden Ge- 
iete gehen bei ? ineinander über; die nicht zu b, bzw. b, gehörigen 
\andpunkte von g, bzw. g, sind gemeinsame Randpunkte für beide 
ıebiete. — Wir zeigen nun, daß jeder Randpunkt von g, bzw. von g, 
rreichbar ist. Sei P ein beliebiger Fixpunkt auf dem Rand von g,, 
er aber im Innern der Kreisscheibe liegt; wir konstruieren um P eine 
char von bei £ invarianten einfachen geschlossenen Kurven, und be- 
achten eine Folge 7 ®, ;®, ... von diesen Kurven, .deren jede in der 
orangehenden enthalten ist, und die gegen den Punkt P konvergieren. 
‚uf jeder Kurve 7® gibt es genau zwei Fixpunkte, die die Kurve 79 
ı zwei ineinander übergehende Bögen b” und 5 zerlegen. In be- 
ebiger Nähe von P, also innerhalb von j®+D muß ein Punkt von g, 
egen; einen solchen verbinden wir mit einem außerhalb von’j® liegen- 
en Punkt von g, durch einen in g, verlaufenden Weg, der somit 
%+D) und j® treffen muß. Daraus folgt, daß für jedes i einer der 
ögen au 
N zu g, gehört; ferner ergibt sich, daß p® und Da sich durch 
nen ım Zwischengebiet von 7% und 7®*D und zugleich in g, ver- 


bP in g, liegt; sei die Bezeichnung so gewählt, daß immer 


v. Kerekjärtö, Topologie. 15 
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laufenden Weg o, verbinden lassen; mit Rücksicht auf die analoger 
Folgerungen in bezug auf g, schließt man endlich, daß jeder in eine 
Umgebung von P liegende Punkt entweder zu g,, oder zu g,, odeı 
zur Fixpunktmenge gehört. — Nimmt man für jedes : den Weg g, 
der 5" und use) zwischen 7® und 57®+D innerhalb von g, verbindet 
und nimmt man zu diesen Wegen den zwischen dem Anfangspunk' 
von o,,, und dem Endpunkt von o, liegenden Teilbogen von by hinzu 
so entsteht ein einfacher Bogen, der, abgesehen von seinem Endpunkt P 
ganz im Gebiet g, liegt. Daraus folgt, daß jeder Randpunkt von 8, 
und auch von g, erreichbar ist; die Menge der gemeinsamen Rand 
punkte von g, und g, bildet somit laut der Schoenfliesschen Umkeh 
rung des Jordanschen Kurvensatzes (II $ 4) einen einfachen Bogen b 
der die beiden auf der Kreisperipherie liegenden Fixpunkte verbindet 
— Der Bogen b ist sodann mit der Menge der Fixpunkte identisch 
die beiden von ihm bestimmten Teile der Kreisscheibe gehen bei 
ineinander über. 

Eine die Indikatrix umkehrende periodische Abbildung der Kreis: 
scheibe auf sich selbst ıst also homöomorph einer Spiegelung der Kreis: 
scheibe an einem ihrer Durchmesser. 


Sei G eine endliche Gruppe von topologischen Abbildungen de 
Kreisscheibe auf Ar d. h. eine Gesamtheit von endlich vielen Ab 
bildungen £,, 1,, ..., £,, mit der Eigenschaft, daß mit je zwei Abbildunger 
t, und L, N, fh le tt, zu der Gruppe gehört. Die Anzah 
der verschiedenen in ihr enthaltenen Abbildungen heißt die Ordnung 
der Gruppe. Jede Abbildung der Gruppe ist offenbar periodisch, und 
zwar muß die Periode ein Teiler der Gruppenordnung sein. 

Wir setzen voraus, daß jede Abbildung der Gruppe G die ul 
katrix ungeändert läßt; wir zeigen sodann, daß G eine zyklische 
Rotationsgruppe ist, die aus den Potenzen !=1, !=4, 1,..., u 
einer n-periodischen Abbildung ? besteht (nach dem obigen Satz is| 
die Abbildung # einer metrischen Drehung homöomorph und wird dem 
gemäß als Drehung bezeichnet). — Sei nämlich P, ein beliebiger Punkt 
auf der Kreisperipherie, und P,, P}; ---, P„_ı die mit ıhm äquivalenter 
Punkte, in welche P, bei den Abbildungen der Gruppe übergeht 
Wir denken uns diese Punkte derartig mit Indizes versehen, daß ihre 
zyklische Reihenfolge bei einem positiven Umlauf des Kreises (P, 
P\,.., P,-,) Ist. "Wir bezeichnen nun diejenige Abbildung von G 
mit /,r diordes in P, überführt; dann geht bei # der Bogen Pl P,, deı 
von den weiteren Punkten P, frei ist, in einen ebenfalls positiv ge 
richteten Bogen über, dessen "Anfangspunkt P, ist, und der, abgesehe 
von seinen Endpunkten, keinen mit P, äquivalenten Punkt enthält 
folglich ist das Bild von Pl 7 bei t der Bogen P,. P,. Daraus folgt 
daß P, bei der Potenz tt von ft in. P, übergeht, ne daß somit die 
Erna G durch 4, £, t?, ..., ir-1 erschöpft ist. 
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Die obigen Ergebnisse bieten uns die Mittel dar, durch welche 
ie periodischen Abbildungen und die endlichen. Gruppen einer be- 
‚ebigen Fläche im Kleinen, d. h. in der Umgebung irgendeines Punktes 
‚ntersucht werden können. Insbesondere bemerken wir: wenn G eine 
ndliche Gruppe von eindeutigen stetigen. Abbildungen einer ge- 
ichlossenen orientierbaren Fläche auf sich bedeutet, deren jede die 
adikatrix erhält, und wenn ferner P ein bei einer Untergruppe g 
on G invarianter Punkt von F ist, so ist g eine zyklische Gruppe, 
aus: den Potenzen 1, 4 t?, ...., £7-t einer Abbildung zZ besteht, 
nd in der Umgebung von P einer Rotationsgruppe homöomorph ist. 
Venn wir nämlich um P eine hinreichend kleine, einfache geschlossene 
{urve 7, bestimmen, die den Punkt P in ihrem Innern enthält, und 
ie Bilder dieser Kurve bei den Abbildungen von g betrachten, so 
ildet der Rand des von diesen Kurven bestimmten, P enthaltenden 
‚ebietes eine bei der Gruppe g (d.h. bei jeder Abbildung von g) 
wvariante einfache geschlossene Kurve, die mit ihrem Innern zusam- 
ıen einer zyklischen Rotationsgruppe unterliegt, wie wir eben gesehen 
aben. — | 

Wir werden nun eine von Brouwer herrührende Verallgemeinerung 
ieser Begriffe betrachten. Unter einer fopologischen Involution n-ter 
Irdnung einer geschlossenen orientierbaren Fläche F (bzw. einer ein- 
ıchen geschlossenen Kurve F) verstehen wir nach Brouwer eine solche 
jerlegung von F in Systeme von höchstens n Punkten‘), daß die 
lenge dieser Systeme topologisches Bild einer als Modulfläche der 
wolution zu bezeichnenden geschlossenen orientierbaren Fläche M 
zw, einer als Modullinie zu bezeichnenden einfachen geschlossenen 
urve M)) ist?) 

Es ist nun leicht zu sehen, daD eine topologische rohen n-ter 
'rdnung einer einfachen geschlossenen Kurve einer n-periodischen 
‚otationsgruppe homöomorph ist. Sei nämlich P ein Punkt der Modul- 
'nie M, der einen solchen Bogen s von M berandet, dessen Punkte n 
srschiedene Bildpunkte auf der Linie: F besitzen, während für P 
elbst m (> 1) dieser Bildpunkte in einem Punkt Q von‘F zusammen- 
len. — Wenn wir einen Punkt C von s hinreichend nahe bei P 
‚ählen, zerfallen die weder P noch C. entsprechenden Punkte von F 


| 


f 
i 


1) Dabei soll es wenigstens ein aus n Punkten bestehendes System geben. 
?) Wenn also die Punkte P®, P®,... von M gegen! den Punkt P von-M 
anvergieren, sollen die zugehörigen Punktsysteme (aP; A Jun 0) von F 
gen das dem Punkt P entsprechende System (Q, , Qa; -::, Qm) Konvergieren, 

- Aus dem Heine-Borelschen Überdeckungssatz folgt dann, daß, wenn ein 
Br Q; des Systems (Q,, Rs ---, Qm) von einem Punkte Q/ des Systems 
49 ER ,.., 9, einen hinreichend kleinen Abstand hat, auch jeder Punkt Q. 
s Systems (Q,, Qg, ---, Q) von einem Punkt Q/, des Systems (ar ; % 0 
nen beliebig kleinen Abstand hat. 

15% 


. 
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in genau drei Kategorien: ein solcher Punkt ist nämlich entwede 
Bildpunkt eines zwischen C und P liegenden Punktes von s und läß 
sich alsdann ohne Berührung der in der Nähe von Q liegenden Bilc 
punkte D,, D,, ..., D, yon C mit Q verbinden, oder Bildpunk 
eines durch C (in der Umgebung von P) von P getrennten Punkte 
von M, in welchem Fall er sich ohne Berührung von 0, D,, D,, ...,D, 
aus der Nähe von O entfernen läßt, oder schließlich Bildpunkt eine 
durch P von C getrennten Punktes von M, in welchem Falle er sic) 
sowohl ohne Berührung von D,, D,, ..., D,, in der Nähe von ( 
mit Q verbinden, wie auch ohne Berührung von Q, D,, D,, ..., D, 
aus der Nähe von Q entfernen läßt. Hiermit sind wir aber für m> 
zu einem Widerspruch gelangt, so daß also jeder Punkt von M no 
wendig n verschiedene Bildpunkte auf 7 besitzen muß. Hieraus folg 
aber, daß die Involution n-ter Ordnung von F einer n-periodische: 
Rotationsgruppe homöomorph ist. 

Sei nun F eine geschlossene orıientierbare Fläche, auf der ein 
topologische Involution »n-ter Ordnung mit der geschlossenen orientier 
baren Fläche M als Modulfläche besteht. Sei $ ein Gebiet de 
Modulfläche M, dessen Punkte je n verschiedene Bildpunkte auf F be 
sitzen, P ein solcher erreichbarer Randpunkt von , daß auf einen 
gewissen aus $ nach P führenden Wege m der n Bildpunkte gege 
einen Bildpunkt O0 von P konvergieren. Sei 7 eine auf M in der Nähi 
von P um P gezogene einfache geschlossene Kurve, k ıhr auf Fi 
der Nähe von Q gelegenes Bild. Wenn 7 hinreichend klein gewähl 
wird, so ist ein keinem Punkt von 7 entsprechender, in der Näht 
von Q gelegener Punkt von F entweder Bildpunkt eines innerhall 
von 7 liegenden Punktes von M und läßt sich alsdann ohm 
Berührung von %k mit O verbinden, oder er ist Bildpunkt eines außer 
halb von 7 liegenden Punktes von M, dann läßt er sich ohne Be 
rührung von k aus der Nähe von Q entfernen. Weil mithin k au 
F zwei und nur zwei Gebiete bestimmt und sich aus einer endlicher 
Anzahl von einfachen Bögen zusammensetzen läßt, und weil auf} 
eine Involution „-ter Ordnung mit j als Modullinie vorgegeben ist 
also ist Ak eine einfache geschlossene Kurve und die Involution au 
derselben ist einer »m-periodischen Rotationsgruppe homöomorph. — 
Hieraus folgt unmittelbar, daß die Bildpunkte der erreichbaren Rand 
punkte von , mithin auch diese Randpunkte selbst isoliert sind, dal 
also diejenigen Punke von M, die weniger als » Bildpunkte haben 
ebenso wie die entsprechenden Bildpunkte, isoliert sind, ferner daf 
die Fläche F eine über der Modulfläche M n-blättrig ausgebreitet 
Überlagerungsfläche!) darstellt. 

Aus diesem /nvolutionssatz von Brouwer werden wir noch einige 


!) Im Sinne der in IV 85 gegebenen Erklärung. 


$ 6. Über periodische Abbildungen. 2239 


‘on Brouwer angegebene Folgerungen ziehen. — Wenn insbesondere 
? eine Kugelfläche ist, so ist auch M eine Kugelfläche, zufolge der 
Turwitzschen Formel (s. S. 160). Auf der Fläche F, die wir durch eine 
‘eeignete Koordinatenbestimmung als eine algebraische Riemannsche 
läche betrachten, gibt es eine algebraische Funktion, die jeden Wert 
'enau einmal annimmt. Die Umkehrung davon ist eine rationale 
'unktion einer komplexen Veränderlichen, die die gegebene Involution 
is auf Homöomorphie charakterisiert. Wir haben somit den Satz: 
Jede topologische Involution der Kugelfläche läßt sich durch eine 
ationale Funktion R (z) charakterısieren, so daß zwei Punkte z, und 
„ dann und nur dann denselben Wert R(z,) = R(z,) ergeben, wenn sie 
ei der Involution kongruent sind, d. h. demselben System angehören. 
- Die periodischen Abbildungen und die endlichen Gruppen von 
hossenen orientierbaren Flächen stellen nach unseren obigen Er- 
/ebnissen spezielle topologische Involutionen dar. Aus dem In 
nn ssatz und aus den bekannten Existenzsätzen der Theorie der 
lgebraischen Funktionen ergibt sich dann ohne weiteres: 


N 


Jede endliche topologischg Gruppe einer geschlossenen orientierbaren 
fläche ist homöomorph einer Gruppe von birationalen Transformationen 
iner singulären algebraischen Riemannschen Fläche auf sich selbst. 
Eine Abänderung der Brouwerschen Definition führt zu der folgen- 
‚en Verallgemeinerung dieses Begriffes. Eine mehrdeutige Involution 
iner Fläche wird erklärt, indem man jedem Punkt P der Fläche eine 


— 
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yon Punkten zuordnet!). Zu jedem Punkt P;, gehört eine Matrix, die 
Beeiner Zeile die Elemente P,,, P,.,..., P,„ (evtl. in anderer Reihen- 
ige) enthält. Diese Matrix soll sich ferner mit P stetig ändern, so 
aß, wenn P und O0 hinreichend nahe beieinander liegen, nach 
iner geeigneten Umordnung der Matrix von O (wobei erstens Ele- 
ıente derselben Zeile miteinander und zweitens zwei Zeilen mitein- 
‚ader vertauscht werden dürfen) je zwei ensprechende Elemente der 
‚eiden Matrizes beliebig kleinen Abstand voneinander haben. — Wie 
ie gewöhnliche Involution über die Wertverteilung der Veränder- 
chen einer eindeutigen, insbesondere einer rationalen Funktion Auf- 
lärung gibt, so kann der Begriff der mehrdeutigen Involution nach 
eeigneter Einschränkung zur Charakterisierung der Wertverteilungen 
on algebraischen Funktionen angewandt werden. 


t) Dabei können erstens zwei Punkte derselben Zeile, oder zweitens zwei 
eilen nach geeigneter Umordnung ihrer Elemente Punkt für Punkt zu- 
ımmenfallen. 
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| 
$ 7. Über eindeutige Abbildungen. | 
In diesem Paragraphen befassen wir uns mit den (nicht umkehrbat 
eindeutigen stetigen Abbildungen von Flächen und mit dem Brouwersche 
Begriff des Abbildungsgrades. — Sei F eine geschlossene orientierbar' 
Fläche und sei F mittels einer eindeutigen stetigen Abbildung # auf ein 
Punktmenge abgebildet, die auf einer Fläche F’ liegt; wir sagen kürzer 
daß F eindeutig und stetig auf F’ abgebildet wird; dabei denken wi 
also, daß nicht jeder Punkt von F’ zur Bildmenge zu gehören brauch‘ 
Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, wobei jedem Punkt vo 
F’ höchstens eine endliche Anzahl von Punkten von F entsprich‘ 
Sei P’ ein beliebiger, zur Bildmenge von F gehöriger Punkt vo, 
F', sei U’ eine Umgebung‘ von P’ auf F’ (die sich auf | 
Kreisinnere topologisch abbilden läßt) mit einer positiven Ind 
katrix versehen, und seien P,, P,,..., P, diejenigen Punkte von | 
die bei £ in den Punkt P’ übergehen. Um jeden der Punkte P, . 
sich zufolge der. Stetigkeit von ?£ eine Umgebung U, derart be 
stimmen, daß ihr Bild in U’ enthalten, ist; wir wählen diese Um 
gebungen derart, daß. sie paarweise einander fremd sind. — $ 
y, eine in U, liegende einfache geschlossene Kurve, die den Punkt} 
in ihrem Innern enthält, d. h. von den außerhalb von U, liegende 
Punkten von F trennt. ‘Wenn auf F eine positive Indikatrix ar 
genommen wird, kommt jeder Kurve y, ein positiver Umlaufssin 
zu, bei welchem die Ordnung des Punktes P, in bezug auf die pos 
tiv gerichtete Kurve y, gleich +1 ist. Der gerichteten Kurve’ 
entspricht eine gerichtete geschlossene stetige Kurve y, in U’. Wi 
bezeichnen mit ®, die Ordnung des Punktes P’ in bezug- auf die gt 
richtete Kurve y/ und bilden die Summe = oo, +@,-+..:+0, 
Diese Zahl w ist von der speziellen Wahl der Kurven y, unat 
hängig. Nehmen wir nämlich statt etwa y, eine andere in U, liegend 
positiv gerichtete einfache geschlossene Kurve y,, die P, in ihrer 
Innern hat; sei y,’ ihr Bild und ®, die Ordnung von P’ in bezu 
auf y,'; so ist, wie‘ wir behaupten, 0, = @, ... Wir setzen gleic 
voraus, daß y, von 7, fremd ist; im andern Falle würden wir ein 
Hilfskurve y, nehmen, die sowohl von y, wie auch von y, fremd 
und die ebenfalls P, ın ihrem Innern hat. Wenn also die Kurveny 
und 7, einander fremd sind, deformieren wir y, in y, durch ein 
topologische Deformation im Zwischengebiet dieser beiden Kurver 
dieser Deformation entspricht in U’ eine stetige Deformation von y 
in y,’, bei welcher der Punkt P’ nicht passiert wird. Bei dieser De 
formation bleibt somit die Ordnung des Punktes P’ in bezug auf di 
im Laufe der Deformation entstehenden, Kurven, ungeändert, so da 
insbesondere &, = w, Ist. — Daraus folgt, daß die Zahl » im Punkt 7 
nur von der Abbildung ? abhängt. 
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Ferner ist die Zahl » für jeden Punkt von F’ dieselbe. Sei nämlich 
Y ein Punkt von F "hinreichend nahe bei P’, so daß insbesondere die ihm 
‚ntsprechenden Punkte Q,,Q0,,..., 0, von F sämtlich in den Innengebieten 
SONY» Yar ++» Y„ Negen!). Dann ist die Ordnung von Q’ in bezug auf y/ 
lieselbe, wie die Ordnung von P’ in bezug auf y/, wenn nur 0 hin- 
‚eichend nahe bei P’ liegt (s. S. 84). Die Zahl & ist also in der Um- 
sebung jedes Punktes P’ und daher auf der ganzen Fläche F’ konstant. 

Nehmen wir nun den allgemeinen Fall, wobei die inverse Ab- 
ldung unendlich vieldeutig sein kann. Sei P’ ein Punkt von F’, 
ler zur Bildmenge von F gehört, sei {P} die ihm entsprechende 
Punktmenge von F, welche notwendig abgeschlossen ist. Sei U’ 
‚ine hinreichend kleine Umgebung von P’ auf F’, die nicht die ganze 
3ildmenge von F enthält. Wir nehmen eine hinreichend feine Drei- 
‚cksteilung von F, so daß jedes Dreieck, welches einen Punkt von 
‚PX enthält, auf eine ganz in U’ liegende Punktmenge abgebildet 
wird. Diejenigen Dreiecke, die einen Punkt von {P} enthalten, bilden 
inen oder mehrere Polygonbereiche. Wir nehmen auf F eine posi- 
ive Indikatrx an; dadurch kommt jedem dieser Polygonbereiche 
ine Indikatrix und also einer jeden Kontur dieser Bereiche ein 
a bezug auf den Bereich positiver Umlaufssinn zu. Sei y, eine 
Kontur eines dieser Bereiche, mit dem positiven Umlaufssinn ver- 
‚ehen; ihr Bild ist eine gerichtete geschlossene stetige Kurve y, 
| 


id U’; sei w, die Ordnung von P’ in bezug auf y/’. Die Summe der 
Jrdnungen w, bezeichnen wir mit w. . 

Wieder zeigt sich, daß ® von den speziellen Polygonbereichen, 
lie {P} approximieren, unabhängig ist. Nehmen wir etwa zwei 
engen (ß) und (%”) von Polygonbereichen, die die Menge {P} ap- 
roximieren; sei (f”) eine dritte Menge von approximierenden Polygon- 
ereichen, mit der Eigenschaft, daß jeder Punkt, der zu einem Be- 
eich. #” gehört, ein innerer Punkt je eines Bereiches 8 und pP? ist. 
wedann 8 einer der Bereiche ($) und seien $,”, Ba",..., f, die- 
enigen Bereiche von (£")» die in diesem Bereich ß enthalten sind. 
Nir betrachten diejenigen berandeten Flächen, die von den zu 
ächt aber zu P,”,ßz”, -.., Pf} gehörigen Punkten von F gebildet 
rerden; wenn f eine solche Fläche ist, so bringen wir auf ihr die 
‚ositive Indikatrix an; dadurch wird jeder Kontur von f ein bestimmter 
Jmlaufssinn zugeordnet, und zwar werden die Konturen von P mit 
‚en ursprünglichen, die von ß,”, Ba, ..., P, mit den entgegengesetz- 
an Umlaufssinnen versehen. Dann machen wir die Fläche f durch Auf- 
chneiden längs gewisser Querschnitte zu einer Elementarfläche e; bei 


inem Umlauf um die Kontur derselben werden die zu den Konturen 


!) Wir erinnern daran, daß die zu einer eindeutigen stetigen Abbildung 
iner kompakten abgeschlossenen Menge inverse Abbildung ebenfalls stetig 
t (s. S. 34). 
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von ß bzw. von ß,;” gehörigen Konturenteile im positiven bzw. negativen 
Sinne, die angewendeten Querschnitte zweimal und zwar in entgegen. 
gesetzten Richtungen umlaufen. Die Kontur der erhaltenen Elemen- 
tarfläche e deformieren wir in f stetig auf einen einzigen Punkt. Der 
Kontur von e entspricht in U’ eine geschlossene stetige Kurve, in 
bezug auf welche die Ordnung von P’ gleich O ist, da sie sich in 
U’ auf einen Punkt stetig deformieren läßt, ohne den Punkt P’ zu 
passieren. Den Konturen von f entsprechen somit gewisse ge 
schlossene stetige Kurven in U’, so daß die Gesamtordnung von P' 
in bezug auf die Bilder der Konturen gleich O ist. — Dieses Ergebnis, 
angewendet auf eine jede Fläche f, ergibt, daß die auf die Bereich: 
menge (ß) bezügliche Zahl ® mit der auf (#”) und ebenso mit der 
auf (#’) bezüglichen analogen Zahl identisch ist. 

Ferner ergibt sich ebenso wie in dem vorher behandelten Spezial 
fall, daß die Zahl ® in jedem Punkt der Fläche F’ dieselbe ist. Diese 
Zahl w bezeichnen wir als den Grad der eindeutigen stetigen Abbildung t. 

Ist die Bildmenge von F auf F’ nicht überall dicht, so ist der Ab: 
bildungsgrad ® gleich Null. Wenn insbesondere die Fläche F’ offen 
ist, kann nicht jeder Punkt von F’ zur Bildmenge gehören, da nämlich 
der geschlossenen Fläche F bei der eindeutigen stetigen Abbildung t 
eine kompakte Menge entsprechen muß; in diesem Fall ist also der 
Abbildungsgrad gleich Null. Wenn ferner die Fläche F’ nichtorientier- 
bar ist, geht bei der Fortsetzung längs eines einufrigen Rückkehr: 
schnittes auf F’ die-Zahl ® in ihren negativen Wert — w über; beide 
müssen einander gleich, also Null sein. 

Einfache Beispiele für eindeutige stetige Abbildungen, deren Um: 
kehrung nicht eindeutig ist, werden durch die in IV 85 betrachteten Über- 
lagerungsflächen gegeben. Der Abbildungsgrad ergibt in den Fällen, wo 
die Grundfläche F’ orientierbar und mit der Überlagerungsfläche gleich: 
sinnig orientiert ist, die Blätterzahl » der Überlagerungsfläche F, 


Wir werden jetzt eine andere, von Brouwer herrührende Erklärun 
des Abbildungsgrades wiedergeben. Zu diesem Zweck führen wir 
auf den Flächen F und F’, die in je einer bestimmten Dreiecksteilung 
vorliegen sollen, Normalkoordinaten ein, wodurch diese Flächen zu 
gemessenen Flächen gemacht werden; in jedem Dreieck werden dabei 
die Punkte durch drei nicht negative, homogene Koordinaten ein 
eindeutig und stetig dargestellt, und auf jeder Kante haben die Punkte 
für jedes Dreieck, zu welchem sie gehören, dieselben Koordinaten. 

Man führe zuerst auf jeder Kante A F A, nicht Null werdende 
Normalkoordinaten U, ein, so daß %#.:u, im Punkt A, unendlich sei 
und von dort an stetig abnehme, bis in A_ der Wert Null erreicht 
wird. — Nachdem auf diese Weise in jedem Kantenpunkt die Normal 
koordinaten bestimmt sind, betrachten wir ein Dreieck mit den Eck 
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punkten A, A, A,, bilden es auf ein ebenes Dreieck FGH topo- 
logisch ab, so daß den Kanten eis A,» 4% ArTRAN 23 der Reihe nach 
die Seiten FG, GH, HF entsprechen, stellen die Punkte dieses Drei- 
eckes FGH durch homogene Schwerpunktskoordinaten in bezug auf 
‚die Eckpunkte F, G, H dar und wählen im Dreiecksinnern einen will- 
kürlichen Punkt O0. — Sei B ein Punkt des Dreieckes A, A PAR und 
B’ sein Bild in FGH. Die jenseits B’ fortgesetzte geradlinige Strecke OB’ 
trifit eine Seite des Dreieckes FGH, etwa die Seite GH, in einem 
Punkt C’. Sei C der C’ entsprechende Punkt der Kante A „4, seien 
eu, ch, seine Normalkoordinaten, sei C” der Punkt von GH mit 
den Schwerpunktskoordinaten 0, ou, cu,, und sei B” der Schnittpunkt 
der Strecke OC” mit der durch B’ gehenden zu GH parallelen Geraden. 
Dann wählen wir als Normalkoordinaten von B die Schwerpunkts- 
koordinaten von B”. — Auf diese Weise ist die gegebene Fläche 
zu einer gemessenen Fläche gemacht. 

Wir wählen nun zu jedem Dreieck einer gemessenen Fläche ein 
ebenes gleichseitiges Dreieck fester Seitenlänge als sein „repräsentieren- 
des Dreieck“ und bilden es darauf in solcher Weise topologisch ab, daß 
die Schwerpunktskoordinaten in bezug auf die Eckpunkte eines Punktes 
des repräsentierenden Dreieckes den Normalkoordinaten des ent- 
sprechenden Flächenpunktes gleich sind. 

Unter der Länge einer in einem Dreieck der Fläche liegenden 
geradlinigen Strecke verstehen wir die Länge der entsprechenden 
Strecke im repräsentierenden Dreieck. Unter der Entfernung zweier 
Punkte der Fläche verstehen wir das Minimum der Länge eines sie 
zerbindenden (eventuell mehrere Dreiecke durchziehenden) Strecken- 
uges. Unter dem Schwerpunkt gewisser in Punkten desselben Drei- 
sckes angebrachter Massen verstehen wir den Bildpunkt des Schwer- 
Sunktes der in den entsprechenden Punkten des repräsentierenden 
Jreieckes angebrachten, jenen gleichen Massen. — Unter dem Inhalte 
ines Teilgebietes eines Dreieckes verstehen wir den Inhalt des ent 
sprechenden Teilgebietes des repräsentierenden Dreieckes. 

Wir betrachten nun eine eindeutige stetige Abbildung ? einer ge- 
‚chlossenen orientierbaren gemessenen Fläche F auf eine gemessene 
läche F’ und setzen zunächst auch F’ als orientierbar und geschlossen 
'oraus. 

Wir unterziehen F einer simplizialen Zerlegung C von der Dichte e, 
l.h. wir zerlegen jedes Dreieck von F in solcher Weise in eine end- 
iche Anzahl von Teildreiecken, daß je zwei davon entweder keinen 
jemeinsamen Punkt haben, oder nur eine Kante (und dann die beiden 
ugehörigen Eckpunkte), oder nur einen Eckpunkt, und daß die Kanten- 
ängen der Teildreiecke die Größe e als Maximum besitzen. Diese 
Ceildreiecke sollen die Grundsimplexe, ihre Kanten die Grundkanten, 
ıre Eckpunkte die Grundpunkte der Zerlegung heißen; unter einem 
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Dreieck verstehen wir dann weiterhin ein Dreieck der ursprünglichen 
Dreiecksteilung von F. Für die Dichte ze wählen wir eine obere 
Grenze &,, welche sie nicht übersteigen soll. 

Auf der Fläche F’ wird eine positive Indikatrix angenommen 
und dementsprechend jedes Grundsimplex mit einer positiven Indi- 
katrix versehen. 

Ein solches Grundsimplex, dessen Eckpunktsbilder alle demselben 
Dreieck von F’ angehören, nennen wir ein gewöhnliches Grundsimplex. 

Jetzt definieren wir, was unter einer zu Ö gehörigen simplizialen 
Abbildung t,, welche die Abbildung t approximiert, verstanden werden 
soll. Es ist eine Abbildung, welche sich nur auf die gewöhnlichen 
Grundsimplexe erstreckt und zwar in folgender Weise. 

Sei z ein gewöhnliches Grundsimplex mit den Eckpunkten A,, 
A,, A,, denen für die Abbildung i die demselben Dreieck von F’ am 
gehörigen Punkte B,, B,, B, entsprechen. Ein ım Innern oder auf 
dem Rand von x liegender Punkt P läßt sich als Schwerpunkt von 
gewissen in A,,A,, A, konzentrierten nicht negativen Massen auffassen. 
Wenn wir dieselben Massen der Reihe nach in B,, B,, B, anbringen, 
bestimmen sie einen Schwerpunkt Q, den wir für die Abbildung Z 
dem Punkt P entsprechen lassen. Alsdann wird, falls die Punkte B,, 
B,, B, nicht auf einer Geraden liegen, das Grundsimplex z auf ein 
Bildsimplex o topologisch abgebildet, dessen Inhalt wir positiv oder 
negativ rechnen, je nachdem die Bildindikatrix positiv oder negativ 
ausfäll. Wenn aber die Punkte B,, B,, B, auf einer Geraden liegen, 
wird das Bildsimplex o singulär und bekommt den Inhalt Null. 

Die Entfernung zwischen den Bildpunkten für £ und i, desselben 
Punktes von F besitzt eine gewisse obere Grenze e,, die mit e, unter 
jede Grenze herabsinkt. ) 

Wir definieren weiter eine zu Ü gehörige modifizierte simplizialk 
Abbildung t,, welche die Abbildung t approximiert. Sie wird bestimmt 
durch die Größe e, nicht übersteigende Verrückungen der Grund. 
punktsbilder und wird sodann aus ihren Grundpunktsbildern in der 
selben Weise wie {, konstruiert, wobei für £, im allgemeinen nicht 
dieselben gewöhnlichen Grundsimplexe auftreten, wie für £,. | 

Wir bestimmen nun beliebig in jedem Dreieck E von F’ als 
sein Innensimplex ein solches Teildreieck, dessen Rand den Rand 
des Dreieckes E nicht trifft und wählen ein solcher Weise, daß jeder 
Punkt von F, der für eine Abbildung t, oder it, in einem Innem 
simplex abgebildet wird, für jede Abbildung t, oder £, nur gewöhn- 
lichen Grundsimplexen angehört, welche dann natürlich stets in dem- 
selben Dreieck von F’ abgebildet werden. R 

Wir beschäftigen uns nun zunächst mit einer solchen Abbildung RN 
welche keine singulären Bildsimplexe aufweist, und zwar in bezug auf 
das Innensimplex J eines gewissen Dreieckes E. Die Menge der- 
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jenigen im Innern von J enthaltenen Punkte, welche nicht mit dem 
Bilde eines Grundpunktes zusammenfallen, bezeichnen wir mit o und 
bemerken, daß je zwei Punkte von o sich durch einen aus einer end- 
lichen Anzahl von Strecken bestehenden ganz in o verlaufenden 
Streckenzug verbinden lassen. 

Einen solchen zu o gehörigen Punkt, welcher nicht dem Bild 
‚einer Grundkante gehört, nennen wir einen gewöhnlichen Punkt von J. 
Seien P, und P, zwei beliebige gewöhnliche Punkte von 7, welche 
‚durch einen ganz in o verlaufenden Streckenzug s verbunden sind, 
und sei P ein veränderlicher gewöhnlicher Punkt von J. Die Zahl 
‚der positiven bzw. negativen Bildsimplexe, welche P, bedecken, be- 
zeichnen wir mit 5, bzw. p,’, die analogen Zahlen für P, mit 5, und 
\d,, die analogen Zahlen für P mit 5 und $). 
| Diese Zahlen # und #’ können sich bei Bewegung von P an s 
entlang nur dann ändern, wenn das Bild r einer Grundkante passiert 
wird. Wenn dabei die beiden Bildsimplexe, welche in 7 zusammen- 
‚stoßen, auf verschiedenen Seiten von r liegen, so besitzen sie das- 
‚selbe Vorzeichen, und die Kreuzung von r hat auf die Zahlen p und p', 
also auch auf die Zahl # — #’, keinen Einfluß. Wenn aber die beiden 
‚Bildsimplexe, die in z zusammenstoßen, auf derselben Seite von r 
liegen, so besitzen sie entgegengesetzte Vorzeichen, und die Kreuzung 
von ı bewirkt entweder eine Vermehrung von 5 und p’ um eins oder eine 
‚Verminderung von und pP’ um eins, läßt also wieder die Zahl $ — #’ 
ungeändert. Mithin ist #, — ,' = ds, — ß,, und für die Abbildung i,, ist 
in den gewöhnlichen Punkten von J die Zahl  — f’ eine Konstante. 


| 


| Wir wenden uns nunmehr zu einer Abbildung Z,, für welche wir 
lie gewöhnlichen Punkte von J und die Zahlen $ und £ in analoger 
‚Weise, wie in bezug auf i,, definieren. Gäbe es dann für £, in J 
wei gewöhnliche Punkte P, und P,, für welche #, — pP, und $,—®,' 
erschieden wären, so könnten wir Z, mit solcher Genauigkeit durch 
"ine zu £ gehörige und keine singulären Bildsimplexe aufweisende 
‚modifizierte simpliziale Abbildung 2% approximieren, daß die Punkte Di 
ınd P, auch in bezug auf {m gewöhnliche Punkte von J wären und 
die Zahlen #,, P,', P,; d, in bezug auf {X dieselben Werte wie in 
nezug auf i, besäßen, so daß für in die Zahl p — f' in den gewöhn- 
'ichen Punkten von /nicht konstant sein könnte. Aus diesem Wider- 
pruch folgern wir, daß auch für die Abbildung i, in den gewöhn- 
chen Punkten von J die Zahl # — f’ eine Konstante ist. 

Wir behaupten weiter, daß der Wert dieser Konstante, den wir mit 
9 bezeichnen, für je zwei simpliziale Abbildungen Z,, £,, welche die Ab- 
dung { approximieren, derselbe ist, und zwar können wir uns auf den 
"all beschränken, daß unter den zugrunde liegenden simplizialen Zer- 
gungen £,C’ eine, etwa [ eine Unterteilung der anderen, £’ ist (s. IV $ 1). 
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In diesem Fall können wir nämlich die Bilder der Grundpunkte 
von £ für £,, insofern die entsprechenden Bilder für £, existieren, in 
diese auf den kürzesten verbindenden Streckenzügen stetig überführen 
und für die Folge festhalten, wobei, was J betrifft, die Abbildung a 
stetig in die Abbildung i übergeht. Der Gesamtinhalt der in J ent 
haltenen Teile der Bildsimplexe, welcher &®-mal so groß ist als /, 
kann bei diesem stetigen Übergange keine Sprünge erleiden, so daß 
die ganze Zahl ® sich nicht ändern kann. | 

Wir werden jetzt zeigen, daß die Werte &, und ®,, welche & 
ın den Innensimplexen /, und 7, von zwei benachbarten Dreiecken E, 
und E, besitzt, einander gleich sind. 

Dazu wählen wir zwei solche gleichseitige ebene Dreiecke T, 
und 7,, welche eine gemeinsame Seite haben, als ee 
Dreiecke, so daß die gemeinsame Seite & dieser Dreiecke der gemein- 
samen Kante 5 von E, und E, entspricht. 

Sodann werden die Begriffe Teilsimplex, Schwerpunkt, Inhalt usw. 
von 7,+T, (d. h. von der von T, und 7, zusammen gebildeten 
Punktmenge) in genau derselben Weise auf E, -+ E, übertragen, wie 
sie früher von einem einzigen repräsentierenden Dreieck auf das ıhm 
entsprechende Dreieck übertragen worden sind. 

Wir bestimmen in E, und E, solche der Reihe nach 7, und j; 
enthaltende Teilsimplexe U, und U,, welche eine in 5 enthaltene 
Kante gemeinsam haben, deren Ränder aber die übrigen Kanten von 
E, und E, nicht treffen. | 

Diejenigen Grundsimplexe, deren Eckpunktsbilder für die Ab- 
bildung { alle zum Inneren von E,—+ E, gehören, rechnen wir nun- 
mehr zu den gewöhnlichen Grundsimplexen und bestimmen eine sim- 
pliziale Abbildung 2, welche t approximiert und welche sich auf die 
neu hinzugekommenen gewöhnlichen Grundsimplexe erstreckt; zu ihr ge- 
hören wieder modifizierte simpliziale Abbildungen t,,. Die obere Grenze 
für e wählen wir jetzt derart, daß in bezug auf U, + U, und auf die ge- 
wöhnlichen Grundsimplexe in der neuen Bedeutung dieselbe Eigenschaft, 
welche früher den Innensimplexen und den gewöhnlichen Grundsimplexen 
im alten Sinne auferlegt ist, gültig bleibt. Dann können wir nach der schon 
oben angewandten Methode folgern, daß für die Abbildung z, in den ge- 
wöhnlichen Punkten von U, + U, die Zahl $ — p’ eine Konstante ist. 

Diese zu {/ und U, + U, gehörige Konstante ist aber einerseits 
mit der zu £, und 7, gehörigen Konstante w,, andererseits mit der 
zu £, und 7, gehörigen Konstante w, identisch, so daß in der Tat 
die Konstante in /, und in J,, dann aber auch in allen Dreiecken 
von F’ denselben Wert hat. Ä 
| Die Konstante ®, welche einerseits in allen Dreiecken von FE, 
andererseits für alle simpliziale Abbildungen, die # approximieren, den- 
selben Wert hat, stellt mithin eine Eigenschaft von £ dar. 
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Es ıst leicht einzusehen, daß die so definierte Zahl mit dem oben 
auf andere Weise definierten Abbildungsgrad übereinstimmt. Betrachten 
wir nämlich eine modifizierte simpliziale Abbildung t,„, welche die 
Abbildung ? approximiert, in bezug auf das Innensimplex J eines 
‚ Dreieckes. Wenn P’ einen gewöhnlichen Punkt von J bedeutet und 
‚P,; P,, -.., P, diejenigen Punkte von F sind, deren Bild bei £„) ın den 
Punkt P’ fällt, wird eine einfache geschlossene Kurve 2, diesprın 
‘ihrem Innern hat, bei t„ auf je eine positiv bzw. negativ gerichtete 
einfache geschlossene Kurve abgebildet, je nachdem das die Kurve y; 
enthaltende Grundsimplex mit positiver bzw. negativer Indikatrix ab- 
‚gebildet wird. Die Gesamtordnung des Punktes P’ in bezug auf diese 
Kurven y, ist somit der Differenz der Anzahlen der P’ bedeckenden 
‚positiven bzw. negativen Bildsimplexe gleich. — Aus der ersten Er- 
klärung ist aber klar, daß für zwei Abbildungen, die sich hinreichend 
wenig voneinander unterscheiden, der Abbildungsgrad derselbe ist; 
daraus folgt dann die Übereinstimmung der beiden Definitionen. 

Ferner ergibt sich, daß für zwei Abbildungen £ und , die durch 
eine stetige Deformation ineinander übergeführt werden können, der 
Abbildungsgrad derselbe ist. Unter dem Ausdruck, daß die beiden 
‚eindeutigen stetigen Abbildungen ? und ?’ von F auf F’ durch eine 
‚stetige Deformation ineinander übergehen, oder daß sie zur selben 
Klasse gehören, verstehen wir, daß es eine von einem Parameter } 
0 <A<1) stetig abhängende Menge {t;} von eindeutigen stetigen 
‚Abbildungen von F auf F’ gibt, wobei den Parameterwerten = 0 
bzw. A=1 die Abbildung ,—=t bzw. — entspricht?). 

Von dem eben erwähnten Satz von Brouwer, nämlich daß zwei 
zur selben Klasse gehörige Abbildungen denselben Grad haben, be- 
steht nach Brouwer in vielen Fällen auch die Umkehrung. Insbesondere 
zilt der folgende Satz: | | 
| Wenn F und F’ beide Kugelflächen sind, so besteht die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, daß zwei eindeutige stetige Abbil- 
dungen t und !' von F auf F’ zur selben Klasse gehören, in der Über. 
‚instimmung der Abbildungsgraden. 

Wegen des Beweises dieses Satzes verweisen wir den Leser auf 
lie Arbeit von Brouwer: Sur la notion de „classe“ de transformations 
Tune multiplicite (s. Literaturverz.). 


in = 


— 


!) Wir erinnern an den analogen Begriff des Typus von etneindeutigen 
tetigen Abbildungen (s. VI $ 1), der sich zu dem Begriff der Klasse so verhält, 
vie der Begriff der Isotopie von einfachen geschlossenen Kurven zu dem der 
Tomotopie von geschlossenen stetigen Kurven. In der Tat geht die Frage, ob 
wei zur selben Klasse gehörige topologische Abbildungen von F auf F’ zu 
!emselben Typus gehören, darauf hinaus, ob je zwei einfache geschlossene, 
inander homotope Kurven auf F zumal isotop sind. 


> 


Siebenter Abschnitt. 


Kurvenscharen auf Flächen. I 


$ 1. Scharen von einfachen geschlossenen Kurven. 


Gegeben sei eine Schar {j} aüf einer Kreisscheibe liegender ein- 
facher geschlossener Kurven, von der wir voraussetzen, daß durch 
jeden Punkt der Kreisscheibe, abgesehen von gewissen singulären 
Punkten der Schar, eine und nur eine Kurve läuft. Ein singulärer 
Punkt heißt ein Zentrum, wenn durch ihn keine Kurve geht, mehr 
facher Punkt, wenn wenigstens zwei Kurven durch ihn laufen. 

Wir werden den schon der Anschauung zugänglichen Satz be. 
weisen, daß eine solche Schar auf der Kreisscheibe wenigstens einen 
singulären Punkt haben muß. Wenn wir ferner voraussetzen, daß sie 
nur Zentren, und zwar höchstens in abzählbarer Mächtigkeit hat, so 
hat sie ein einziges Zentrum, um welches dann die Kurven konzen- 
trisch verlaufen in dem Sinne, daß jede Kurve das Zentrum im Innern 
enthält und von je zwei Kurven eine im Innern der anderen liegt. 

Sei zunächst {7} eine Schar von einfachen geschlossenen Kurven, 
von der wir voraussetzen, daß durch jeden Punkt der Kreisscheibe 
eine und nur eine Kurve der Schar läuft; die Kreisperipherie sei dabei 
ebenfalls eine Kurve der Schar. Gibt es eine Kurve 7 derart, daß ım 
Innern von j die Kurven konzentrisch liegen, so gibt es wenigstens 
einen Punkt, der im Innern von allen innerhalb von 7 verlaufenden 
Kurven der Schar liegt; durch diesen Punkt läuft also keine Kurve 
der Schar. — Gibt es aber keine Kurve, in deren Innerem die Kurven 
konzentrisch liegen, so kann man zwei außerhalb voneinander liegende 
Kurven z, und 7, auswählen, ım Innern dieser wieder je zwei außer- 
halb voneinander: liegende Kurven 7,9 Joı PZW- Jia; Jı, usw. Jedem 
unendlichen Dualbruch 


ASTA IE) 
lassen wır den Durchschnitt der. Innengebiete der Kurven 7,,, Ja, 
Ta agay, ... entsprechen. Die‘ Menge dieser ‘Durchschnitte, die &e 
ander fremde Kontinua sind, hat also die Mächtigkeit des Kontinuums. 
Dann gibt es unter diesen Durchschnitten wenigstens einen, der keine 
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inneren Punkte hat (sonst wäre nämlich die Menge dieser Durch- 
schnitte abzählbar). Durch einen Punkt dieses Durchschnittes kann 
keine Kurve der Schar gehen, denn sonst müßte eine solche Kurve 
zusammen mit ihrem Innern innerhalb dieses Durchschnittes liegen. 


Nun betrachten wir eine solche Schar {j} einander nicht treffen- 
der einfacher geschlossener Kurven, daß durch jeden Punkt der Kreis- 
scheibe mit Ausnahme der age es derens Anzahl EILURSET, 
Be Kürve der Schar läuft. — Zunächst ist klar, daß unmöglich alle 
Kurven konzentrisch liegen können, da nämlich dann zwischen zwei 
solchen Kurven entweder kein oder aber ein Kontinuum von Zentren, 
und folglich im Innern irgendeiner Kurve entweder ein einziges Zentrum 
oder ein Kontinuum von Zentren liegt. Seien also j, und 5, zwei 
außerhalb voneinander liegende Kurven. Wenn es eine kleinste Kurve 
jo gibt, die z, und 7, enthält, so nehmen wir diese Kurve und ihr 
Inneres (dieses Kontinuum bezeichnen wir mit K und die Kurve Te 
mit K,); sonst nehmen wir den Durchschnitt der Innengebiete von 
allen Kurven 7;, die zugleich 7, und j, enthalten, und dieses Konti- 
auum bezeichnen wir mit K. Nun nehmen wir die größte Kurve, 
die ;, im Inneren, run Äußeren hat, diese Kurve und ihr N 
Se wir mit X,, wenn es aber keine solche größte Kurve gibt, 
ıehmen wir die Summe der Innengebiete von allen Kurven 7, die 
7 im Inneren, 7, im Äußeren haben, und diese aus lauter inneren 
Punkten bestehende Punktmenge bezeichnen wir mit C,. Wir erklären 
KR, bzw. C, auf die gleiche Weise. Nun nehmen wir eine dritte Kurve m: 
erhalb von K, aber außerhalb von 5, und ja, und zwar eine solche, 
leren Inneres einen möglichst großen Kreis enthält, Wir nehmen die 
rößte Kurve, die 7, im Inneren, j, und j, aber im Äußeren hat, und 
vezeichnen diese Kurve und ihr Inneres mit K,; wenn es aber keine 
‚olche gibt, dann die Summe der Innengebiete von diesen Kurven mit 
“3; und so fahren wir fort. Seien dabei «,, «,, ...., bzw. DT 
liejenigen Indizes, für welche Ku, bzw. Gy, ae: Dann lassen 
vir aus K alle Mengen GC, fort, so bleibt aus K eine ebenfalls zu- 
lammenhängende abgeschlossene Menge K’ übrig. Andererseits wird 
X durch die X, und C,, erschöpft, also wird das Kontinuum K’ i 
ie abzählbare Menee von getrennten Kontinua BR ea ie Ba 
yas aber unmöglich ist (s. 183 S. 38). 


Die zuletzt gegebene Überlegung ergibt zugleich, daß, wenn auf 
ner Polyederfläche vom Geschlecht ‚p>0 eine Schar von einfachen 
\eschlossenen Kurven keine mehrfachen Punkte hat, unmöglich alle 
“urven der Schar homotop O0 sein können. Unter den schlicht- 
rigen Flächen ist der Kreisring die einzige, die eine Bedeckung 
'hne singuläre Punkte zuläßt; die Kreisscheibe und .die Kugelfläche 


ind die einzigen schlichtartigen Flächen, auf denen eine Bedeckung 
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mit Zulassung von Zentren (ohne mehrfache Punkte) möglich ıst. Daraus 
folgt ferner, daß außer dem Kreisring und dem Möbiusschen Band, die 
Ringflächen (d. h. die orientierbare geschlossene Fläche vom Ge. 
schlecht 1, und die nichtorientierbare geschlossene Fläche vom Ge 
schlecht 2) die einzigen sind, auf denen eine singularitätenfreie Be- 
deckung möglich ist. Schneiden wir nämlich die Fläche längs einer 
nicht auf einen Punkt zusammenziehbaren Scharkurve auf, die so ent 
stehenden Flächen wieder usw., endlich ‚gelangen wir zu schlichtartigen 
Flächen mit singularitätenfreien Kurvenscharen; diese müssen also 
lauter Kreisringe sein, und daraus ergibt sich, daß die ursprüngliche 
Fläche eine Ringfläche ist. Aus diesem Ergebnis folgt zugleich, daß: 
auf einer von diesen verschiedenen Fläche eine Kurvenschar mehrfache 
Punkte haben muß. 

Liegt auf der Kugelfläche eine Schar vor, die nur einen einzigen 
singulären Punkt hat, so ist dieser singuläre Punkt notwendig ein mehr. 
facher Punkt, und sämtliche Kurven der Schar 
gehen durch diesen Punkt; sonst würde nam: 
lich eine Kurve der Schar auf der Kugel 
fläche zwei solche Gebiete bestimmen, von 
denen eines weder im Innern noch auf seinem 
Rand einen singulären Punkt enthält, also 
eine singularitätenfreie Kurvenschar besitzt, 
was unmöglich ist. — Daraus folgt aber noc 
keineswegs, daß die Kurvenschar eine solche 
Lage hat, wie die stereographische Projek: 

Fi ABı tion einer Parallelschar!); die auf Fig. 48 auf 
gezeichnete Kurvenschar auf der Ebene ergibi 

durch eine stereographische Projektion eine Schar mit dem Nordpo 
als einzigem singulären Punkt, und ist offenbar von anderer Natur 
als die Parallelschar. 


U 


er 


Nehmen wir wieder die Kreisscheibe und auf dieser eine vor 
mehrfachen Punkten freie Schar {j} von einfachen geschlossener 
Kurven; wie wir gesehen haben, liegen die Kurven 7 konzentrisch un 
das einzige Zentrum O der Schar. Wir können den Kurven 7j deı 
Schar die reellen Zahlen x des Intervalls O0 <x<<1 in eineindeutigeı 
Weise zuordnen, wobei dem: Wert O das Zentrum OÖ, und dem Wert] 
die Kreisperipherie entsprechen soll, und ferner soll die dem Werta 
entsprechende Kurve 7, im Innern liegen der dem Wert =’ ent 


1) Diese falsche Behauptung habe ich in der Abhandlung ‚„Kurvenscharer 
auf Flächen“, Gött. Nachr. 1922, S. 73, ausgesprochen. Der darauf folgende 
Satz a.a.O. ist dahin zu modifizieren, daß eine Schar von einander nich 
treffenden, einfachen geschlossenen Kurven auf der Kugelfläche zwei Zentrer 
besitzt und solche Lage hat wie die Schar der Breitenkreise. | 
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Ad! 


;prechenden Kurve 7j„, wenn &<x ist. Diese Zuordnung ist sodann 
tetig, in dem Sinne, daß zwei Kurven jz und 7, überall einen Ab- 
‚tand < e voneinander haben'), wenn nur die Differenz der ihnen ent: 
‚prechenden Zahlen x und x’ hinreichend klein ist. In dieser Hinsicht 
«Öönnen «wir sagen, daß die Kurvenschar ähnliche Lage "hat wie die 
schar der konzentrischen Kreise. Daraus folgt aber noch nicht, daß 
lie beiden Scharen homöomorph 
ind, d.h. daß sie durch eine topo- 
sgische Abbildung der Kreisscheibe 
uf sich ineinander übergeführt wer- 
en können. Auf der Fig. 49 haben 
ir solche Linien z,, z,, ... aufge- 
eichnet, die Kurven einer Schar sind, 
n obigen Sinne gegen die Kurve z 
onvergieren, d.h. der Abstand von 
‚. und z voneinander überall beliebig 
lein ist, wenn nur der Index ; groß 
enug is. Und diese Schar kann 
fienbar nicht durch eine topologi- 
-he Abbildung der Kreisscheibe auf 
‚ch in die Schar der konzentrischen Kreise übergeführt werden, da 
amlich die Bögen P;Q,, deren Endpunkte gegen einen und denselben 
unkt P konvergieren, selber nicht gegen einen einzigen Punkt kon- 
»rgieren. — Dafür, daß eine Schar der Schar der konzentrischen Kreise 
Pamöomorph ist, ist die folgende Bedingung offenbar notwendig: 


A. Wenn die auf der gleichen Kurve j; der Schar gewählten Punkte 
» 0, für i>w gegen einen und denselben Punkt P konvergieren, 
' Ronvergieren auch die geeignet gewählten Bögen PO, von 7, gegen 
n Punkt P, d. h. ihre Durchmesser konvergieren gegen 0. 

Wir werden zeigen, daß umgekehrt diese Bedingung dafür hin- 
ichend ist, daß die Schar der Schar der konzentrischen Kreise 
»möomorph ist. Zu diesem Zwecke werden wir zuerst einige Folge- 
ngen aus der Bedingung A bestimmen, die ihr aquivalent sind. 

B. Zu jedem positiven o läßt sich ein e>0 bestimmen, so daß, 
nn der Abstand der auf derselben Kurve j liegenden Punkte P 
ıd Q kleiner ist als «z, dann einer von den beiden Bögen PO und 
P von j einen Durchmesser kleiner als o hat. 

Um jeden Punkt P der Kreisscheibe läßt sich eine Umgebung Up 
geben, so daß, wenn die Punkte P, und O, einer Kurve j,. der 
‚har in dieser Umgebung liegen, dann einer von den Bögen P,O, 
d 0,P, von 7, einen Durchmesser kleiner als o hat. Man ersetze 


Fig. 49. 


| 


1 


!) D. h. der Abstand irgendeines Punktes von j. von der Kurve 72’ ist 
»iner als e und umgekehrt. 


v. Ker&kjärtö, Topologie. 16 
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jede dieser Umgebungen durch eine Teilumgebung, deren Radius die 
Hälfte von der ursprünglichen ist. Aus diesen Umgebungen läßt sich 
nach dem Heine-Borelschen Satz eine endliche Anzahl von Umgebunger 
auswählen derart, daß jeder Punkt der Kreisscheibe in wenigstens 
einer dieser Umgebungen enthalten ist. Der kleinste von den Radier 
dieser endlich vielen Umgebungen gibt den Wert e (s. auch S. 35, 36) 

Durch ähnliche Überlegungen ergeben sich leicht noch die 
folgenden Folgerungen von A: 


C. Zu jedem positiven e gibt es ein n >0 von der Art, daf 
zwei beliebige Punkte A und B, deren Abstand kleiner ist als n, sich 
durch einen einfachen Bogen vom Durchmesser < e verbinden lassen, 
der die durch A bzw. B gehenden Kurven der Schar außerhalb vor 
A und B nicht trifft. | 


D. Zu jedem positiven e läßt sich n> 0 so bestimmen, daß 
zwei beliebige, auf derselben Kurve j der Schar liegende Punkte 
P und O, die einen Abstand < n voneinander haben, sich durch einen 
ganz im Innern (bzw. Äußern) von 7 verlaufenden einfachen Bogen 
vom Durchmesser < & verbinden lassen). 


E. Zu jedem positiven e gibt es ein n>0, so daß je zwe 
Kurven der Schar, deren Abstand voneinander kleiner ist als n, einer 
Parameterabstand < e voneinander haben?)?). 

Wir beweisen nun den folgenden Hilfssatz 

I. Ser e>0O beliebig gegeben und seien A und B zwei beliebig 
Punkte der Kreisscheibe, von denen wir voraussetzen, daß di 
durch B laufende Kurve jpg der Schar im Innern der durch A 
laufenden Kurve ja lieg. Es laßt sich eine solche Punktfolge 
P,=4,P,, Pa, ---, P„=B bestimmen, daß für jedes v der Abstand 
P, Pi ee ist als e, und ferner die durch P,ıı laufende Kuru 
der Schar im Innern der durch P, laufenden Kurve liegt. 


Wir wählen eine solche Folge von Kurven der Schar 
Jo = 14 I Io > 1, = IB» 

daß für jedes » die Kurve 7,,, im Innern von 7, liegt und der Ab: 
stand von 7, und 7,;; voneinander überall kleiner ist als ge Wir wählen 
ferner auf den Kurven 7, solche Punkte P,, daß P,=A und Mu 
jedes » Bm ik er € 
P, Prise E; und Fe Ba 
1) Dies besagt, daß die Eigenschaft der Glattheit (s. S. 65) in bezug aul 
die Schar gleichmäßig besteht. 

®?)\D.h. es läßt sich eine solche topologische Abbildung der beiden 
Kurven aufeinander angeben, bei welcher je zwei einander entsprechende 
Punkte einen Abstand <e haben. 

3) Die beiden letzteren Formen der Bedingung gehen auf mündliche Un. 
terhaltungen mit Herrn F. Riesz zurück. 
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st. Den Bogen P.B von 7, zerlegen wir in s Bögen vom Durch- 


nesser < g: seien 
00 = PP, O1 02: Q,= B 
die Endpunkte dieser Bögen. — Wir wählen eine Folge von Kurven 
I. = EP Art: Ir+2 sw, Ir+s ze Ir; 


von denen 7,;,,ı im Innern von 7,;, lieg. Auf jeder Kurve 
Ir+r =1,2,...,s— 1) wählen wir je einen Punkt P,,,, dessen 


‚Abstand von O, kleiner ist als 5 Auf diese Weise erhalten wir 


„ine Punktfolge 
oA SER = Po er 


r-1?° 


12: 


ra 


s4R 


r+s B, 
velche die im Hilfssatz I angegebenen Eigenschaften besitzt. 

Wir geben noch eine Erweiterung dieses Satzes. Ein Kontinuum K 
jezeichnen wir als konvex in bezug auf die Schar {7}, wenn mit 
‚rgendeinem auf der gleichen Kurve 7 liegenden Punktpaar von K 
usammen auch ein diese Punkte verbindender Bogen von j zu K 
‚ehört. 

U. Sei K ein in bezug auf die Schar {j} konvexes Kontinuum, 
ind e eine beliebige positive Zahl. Es läßt sich eine solche Punkt- 
oigee PR, = A,P,, Ps, .::, P„ = B bestimmen, daß für jedes v die durch 
%r1 laufende Kurve der Schar im Innern der durch P, laufenden 
Kurve liegt, ferner die Punkte P, und P,.ı, einen Abstand < e haben, 


nd endlich jeder Punkt P, einen Abstand < 5 vom Kontinuum K hat. 


| Die Punkte P, definieren wir sukzessive von P,—= A an durch die 
lgenden beiden Vorschriften: 1. Sei x der Kreis um P, mit dem 
Radius &; wenn x und K im Innern der durch P, laufenden Kurve 
P, einen gemeinsamen Punkt haben, so sei P,,ı ein solcher ge- 


\neinsamer Punkt von x und K, daß im Innern der durch P,4ı 
‚wufenden Kurve TEEE dieser Kreis x und das Kontinuum K keinen 
\emeinsamen Punkt haben; 2. wenn x und K im Innern von 7p, 
‚einen. gemeinsamen Punkt haben, so sei S, ein auf jp, liegender 
renzpunkt der im Innern von jp, liegenden Teilmenge von K; zu- 
alge der Konvexität von K gehört der Bogen BES, von jp, zuK, 


en zerlegen wir in Bögen vom Durchmesser <-—, mit den End- 


‚unkten 
O, = ag O,+1; 0,13; ur OER Fa Sy 


"ir wählen nun einen innerhalb von jp, liegenden Punkt P,,. von 
k dessen Abstand von S, kleiner als 3 und hinreichend klein ist, 
>» daß die Kurven Bund wobei j die durch P,;, laufende 
| 16* 
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Kurve jp, Ann oder eine beliebige zwischen 7jp, und IE, liegende 
Kurve der Schar bedeutet — überall einen Abstand <> voneinandeı 


haben; ferner nehmen wir w— 1 zwischen jp, und jp, & liegende 


RR NE aut denen a Innern vor 


Kurven jp,,,>7 
IPy4 liegt; endlich wählen wir auf jeder Kurve rw VE 1 


. . . . € 
je einen Punkt P,,,, dessen Abstand von Q,,, kleiner 'ist als —. — 


3 
In diesem zweiten Fall ergibt unsere Vorschrift von P, die Punkte 


P,+ı ergibt. 
Aus der Definition erhellt, daß wenn P, ein solcher Punkt de 
erhaltenen Folge ist, aus welchem die Fortsetzung gemäß 1. ge 


schieht, dann P,}, , 2 e ist (r > 2), ferner wenn P, und P,;, zwei 
solche Punkte sind, für welche die Vorschrift 1. versagt, danı 


| 
t 
| 
| 
| 
Pr Brenn Dr+u, MWahrende sieäim erstensTallsdenseinzizen Punk! 
| 


P,424, P,2e ist (r> 0). Folglich gelangen wir nach einer endlichen 
Anzahl von Schriten zu einem Punkt der Kurve jz; wenn diese‘ 
Punkt von B verschieden ist, können wir durch Zwischenschaltung 
von endlich vielen weiteren Punkten die erhaltene Folge mit B ver! 
ketten, ebenso wie bei dem Beweis des Satzes |. 


Vorausgesetzt, daß die Bedingung A erfüllt ist, können wir nuı 
die folgende Behauptung beweisen: | 


Il. Seien A und B zwei beliebige Punkte der Kreisscheibe) 
ja und jp die durch diese Punkte laufenden Kurven der Schar {j} 
die Punkte A und B lassen sich durch einen zwischen ja und I 
verlaufenden einfachen Bogen verbinden, der jede zwischen ja und j 
verlaufende Kurve der Schar, wie auch die Kurven j4 und jp, nur Ü 
je einem Punkte trifft. 


Wir bestimmen zuerst eine solche aus positiven Gliedern be 
stehende konvergente!) Reihe 7, +2, + ..., daß die den Größen 7 
laut C entsprechenden?) Werte e, eine konvergente Reihe 8 +8&,—.. 
bilden und ebenso die den eg, laut B entsprechenden Größen o, ein 
konvergente Reihe bilden. | 

Wir verbinden nun (laut I.) die Punkte A und B durch ein! 
Folge 

AP, Dass Dreh, 


für welche P,P,+ı <n, ist; wir verbinden P, und P,,,ı durch ein 


| 


t) Konvergenz ist in gewöhnlichem Sinne gemeint, d. h. die Werte de 
Teilsummen 7], 971 +92, M+Nga+Ng, -.. sollen gegen einen endlichen Wer 
konvergieren. 

?) Dem Wert n, soll derjenige Wert g, entsprechen, daß für keinen Wer 
& > :,, aber für jedes e < g, die Eigenschaft C mit „=n, besteht. 
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einfachen Bogen vom Durchmesser <e, im Zwischengebiet der 
durch diese Punkte laufenden Kurven jp, und jp, 3 diese Bögen zu- 


‚sammen ergeben einen einfachen Bogen u,, der A und B verbindet. 
Zu diesem Bogen u, ordnen wir einen in bezug auf die Schar {7} 
‚konvexes Kontinuum K, derart, daß, wenn zwei Punkte P und O- 


von u, auf derselben Kurve j liegen, dann ein Bogen PO. von, 7, zu 
‚K, gehört, wenn aber «, und j nur einen gemeinsamen Punkt haben, 
dann auch X, keinen weiteren Punkt auf 7 besitzt. Nun bestimmen 
wir (laut II.) eine Punktfolge 


P®=4A,P®,..,P®=P,..,P®=B, 


;o daß von K, einen Abstand <<. hat, und einen einfachen 


3ogen u,, bestehend aus den Bögen Pi» Pi), deren jeder zwischen 


'p® und jp®, liegt und einen Durchmesser <e, hat. Jeder 
Punkt von «, hat einen Abstand < - +, von dem Kontinuum X. 


u dem Bogen «, ordnen wir (wie oben) ein in bezug auf {7} 


|:onvexes Kontinuum K,; jeder Punkt von K, hat von u, einen 


Abstand <o, (nach B), folglich ist der Abstand irgendeines 
Punktes von X, von dem Kontinuum I kleiner’ als oa Fe. 


\uf die gleiche Weise fortfahrend erhalten wir die Kontinua 
EcR,, Kesnerlie pegenrein’die Punkte sA und B enthalten- 
J.es Kontinuum K, konvergieren‘). Da. nun der zu K, gehörıge 
| sogen irgendeiner Kurve 7 kleiner ist als O-AUNA 0, = 0 >00, 
Kalgt, daß jede zwischen j, und jz liegende Kurve j wie auch die 
Jlurven j4 und jz von dem Kontinuum K,, in je einem einzigen 
'unkte getroffen werden. Folglich ist K,, ein die Punkte A und B 
Jerbindender einfacher Bogen. Somit ist der Satz III bewiesen. — 
Jwuf ähnliche Weise ergibt sich, daß auch ein weiterer solcher Bogen 
iich bestimmen läßt, der den ersten außerhalb der Endpunkte 
icht trifft. ' 

Wir beweisen nun unsere ursprüngliche Behauptung, nämlich daß 
ine Kurvenschar {j}, für welche die Eigenschaft A besteht, der 
char der konzentrischen Kreise homöomorph ist. 


Zu diesem Zweck wählen wir zuerst eine Folge TS SEN 


am Kurven der gegebenen Schar {zj}, wobei j%, den Rand der 


reisscheibe bedeuten soll, so daß 7“ im Innern von j(), liegt und 


er Abstand dieser beiden Kurven voneinander überall kleiner ist 


!) Wenn ein Punkt P,, zur Grenzmenge K„ von K,, K,, :-. gehört, d.h. 
enn jede Umgebung von P, Punkte von unendlich vielen Mengen K, ent- 
ilt, so enthält jede Umgebung von P» Punkte von sämtlichen Mengen K,, 
»gesehen von endlich vielen Mengen en 
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als e(> 0); wir bezeichnen mit 5j(® das Zentrum O der Schar {7} 
und setzen voraus, daß 79 in der e-Umgebung von O liegt. — 
Jede der Kurven 79, 7, ..., 7, zerlegen wir in je k®) Bögen vom 
Durchmesser <e und legen von O0 aus durch die Teilungspunkte 
solche einfachen Bögen A, A, AD, ..., Al, die einander außerhalb 
von O nicht und jede Kurve der Schar in einem und nur einem Punkte 
treffen. — Dann nehmen wir zwischen j( uud 5), weitere n® —1 


Kurven der Schar, so daß je zwei benachbarte Kurven der so er- 


haltenen Folge überall einen Abstand <z voneinander haben und 


zerlegen jeden von den Bögen A bestimmten Bogen der bisher an 


genommenen Folge ın k® Bögen vom Durchmesser < 7: Und auf 


diese Weise fahren wir fort. Dann lassen wir jedem Bogen a0 den 


2yn 
AV; 50 


Merten des Polarwinkels und jeder Kurve j(® den Ab- 


Y . . . . 
stand r= — — -——— entsprechen; das auf diese Weise auf einer in 
.d,® „@ 


N... 


der Kreisscheibe überall dichten Punktmenge bestimmte System von 
krummlinigen Polarkoordinaten (7, @) erweitert sich auf die ganze 
Kreisscheibe in eineindeutiger und stetiger Weise (vgl. II $2). Den 
Werten r—=konst. entsprechen dabei die Kurven der Schar {j} und 
so ergibt diese Koordinatenbestimmung, die eine das metrische Polar: 
koordinatensystem in das krummlinige Polarkoordinatensystem über 
führende topologische Abbildung der Kreisscheibe auf sich selbsi 
darstellt, zugleich die Homöomorphie der Schar {j} und der Schaı 
der konzentrischen Kreise. Unser Resultat sprechen wir im folgen: 
den Satz aus: 


Sei {j} eine Schar auf einer Kreisscheibe liegender einfacher ge: 
schlossener Kurven, wobei durch jeden Punkt der abgeschlossenen Kreis. 
scheibe mit Ausnahme eines einzigen Punktes eine und nur eine Kur 
der Schar läuft. Dafür, daß diese Schar der Schar der konzentn. 
schen Kreise homöomorph ist, ist die folgende Bedingung notwendig 
und hinreichend: wenn die Punkte P,, Q, auf derselben Kurve j, de 
Schar liegen und für v— 0 gegen einen Punkt P konvergieren, St 
konvergieren auch die auf den Kurven j, geeignet gewählten Bögen 


P,Q, gegen den Punkt P. 


Eine analytische Beweismethode für den obigen Satz, die vol 
F. Riesz angedeutet wurde, ist die folgende: man bilde das Innert 
einer jeden Kurve j, der Schar {5 + (O<x<1) auf das Innere de: 
Kreises |w|=x der komplexen w-Ebene eineindeutig und konform 
ab, so daß dabei der Punkt O in den Punkt w= 0 übergeht um 
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dort die Ableitung der Abbildungsfunktion f,(z) reell und positiv aus- 
fällt; die Funktion F(z), die auf jeder Kurve j, mit den Randwerten 
von f,(z) auf dieser Kurve übereinstimmt, ergibt eine eineindeutige 
Abbildung der Kreisscheibe auf sich selbst!), die die Schar {7,} in 
die Schar der konzentrischen Kreise überführt. Daß die Funktion 
F(z) stetig ist, folgt aus einem Satz von Courant über konforme Ab- 
bildung von veränderlichen Gebieten’). 


S 2. Scharen von offenen Kurven. 


Wir betrachten eine Polyederfläche F und eine auf ihr liegende 
Kurvenschar, d.h. eine Menge von einfachen Bögen b von der folgen- 
den Art: zu jedem gewöhnlichen (d. h. nicht-singulären®)) Punkt P gibt 
es zwei und im wesentlichen nur zwei Bögen b, und b,, deren End- 
punkt P ist und die einander sonst nicht treffen; wenn b ein weiterer 
Bogen mit dem Endpunkt P ist, so ist entweder b ein Teilbogen 
von b, oder von b,, oder b, bzw. b, ist ein Teilbogen von b. Durch 
einen singulären Punkt, deren Anzahl als endlich vorausgesetzt wird, 
geht entweder kein Bogen, oder ein einziger (der in diesem Punkt 
endigt), oder schließlich mehr als zwei Bögen. Eine Scharkurve wird 
erhalten, indem wir von einem gewöhnlichen Punkt ausgehend zwei 
dazu gehörige, von singulären Punkten freie Bögen nehmen, in deren 
Endpunkten wieder je einen zugehörigen Bogen, usw.; dabei sollen 
die Durchmesser der gewählten Bögen dann und nur dann unter jede 
Grenze herabsinken, wenn ihre Endpunkte gegen einen singulären 
Punkt konvergieren. 
| In anderer Formulierung können wir die Kurvenschar auch folgen- 
lermaßen erklären. Sei eine Schar von den folgenden Arten von 
Zurven gegeben: 1. einfacher Bogen, dessen Endpunkte (die auch zu- 
sammenfallen können) singuläre Punkte der Schar sind und der keine 
weiteren singulären Punkte enthält; 2. einfache geschlossene Kurve, 
lie durch keinen singulären Punkt geht; 3. einfache offene Linie, 
1.h. topologisches Bild der unendlichen Geraden), die durch keinen 
ingulären Punkt geht; 4. einfache offene Halblinie, d. h. topologisches 
3ild eines Halbstrahls, deren Anfangspunkt ein singulärer Punkt ist 
ınd die sonst keinen singulären Punkt enthält. 

Unter einem Ende einer offenen Scharkurve (Linie oder Halblinie) 


1) Wir setzen dabei voraus, daß die ursprüngliche Kreisscheibe ebenfalls 
len Radius 1 hat. 

2) Courant, Gött. Nachr. 1914, S. 106; vgl. dazu auch Courant, Gött. 
Nachr. 1922, S. 69. 
| 8) Die Bezeichnungen singulärer bzw. gewöhnlicher Punkt bedeuten immer 
\ingulärer bzw. gewöhnlicher Punkt der Kurvenschar. 
4) Die Terminologie ist von der auf S. 195 gebrauchten verschieden; hier 
»yraucht nämlich die Kurve keine abgeschlossene Punktmenge zu sein. 
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verstehen wir die Menge der Grenzpunkte von Punktfolgen, deren 
entsprechende Punkte auf der Geraden nach rechts bzw. nach links 
gegen Unendlich konvergieren. Wir setzen voraus, daß ein Ende einer 
offenen Scharkurve aus wenigstens zwei Punkten besteht. | 

Zuerst bemerken wir, daß es möglich ist, auf der Kugelfläche 
eine Schar von lauter offenen Kurven ohne singuläre Punkte. anzu- 
geben, Wir zerlegen die Kugelfläche, die wir durch eine stereogra- 
phische Projektion in der Ebene darstellen, durch sechs offene Linien 
in acht Gebiete, wie auf der Fig. 50 angedeutet ist; dann bilden wir 
ein solches Gebiet auf ein Kreisbogenzweieck topologisch ab, so daß 


Fig. 50. 


die Beziehung zwischen den Randelementen ebenfalls topologisch ist 
und zwei von den drei Randelementen des Gebietes, die mehr als 
einen Punkt enthalten, je einem Eckpunkt des Kreisbogenzweieckes 
entsprechen; mittels dieser Abbildung übertragen wir die Schar der 
Kreisbögen, die im Kreisbogenzweieck die Eckpunkte desselben ver 
binden, auf das betreffende Gebiet. Indem wir mit den anderen 
Gebieten ebenso verfahren, bekommen wir eine aus lauter offenen 
Linien bestehende, singularitätenfreie Schar auf der Kugelfläche. — 
Wie ‚auch schon dieses Beispiel andeutet, sind die gestaltlichen 
Möglichkeiten bei allgemeinen Scharen sehr verschieden, so daß wir 
einer Übersichtlichkeit halber unsere Problemstellung etwas einschränken 
mussen. i 


In = 
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Wir betrachten reguläre Kurvenscharen, die sich im Kleinen, d.h. 
in der Umgebung irgendeines gewöhnlichen Punktes, wie die Parallel- 
schar verhalten, in dem Sinne, daß es eine topologische Abbildung 
der betreffenden Umgebung auf ein ebenes Gebiet gıbt, durch welche 
die in ihr enthaltenen Scharbögen auf parallele Strecken abgebildet 
‚werden. Die im vorigen Paragraphen für Scharen von einfachen ge- 
‚schlossenen Kurven aufgestellte Bedingung A, betreffend die Kon- 
'vergenz der Bögen, ergibt auch hier nach geeigneter Umformung die 
‚notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die Kurvenschar 
in der Umgebung eines gewöhnlichen Punktes regulär ist. Die Be- 
dingung lautet folgendermaßen: 


L. Zu jedem gewöhnlichen Punkt P gibt es eine Umgebung Up 
von P, so daß, wenn die Endpunkte der in Up liegenden Bögen b,,b,,... 
der Schar gegen einen Punkt O von Up konvergieren, dann auch diese 


Bögen gegen Q konvergieren, d. h. ihre Durchmesser unter jede Grenze 
herabsinken. 


Wir zeigen nun, daß diese offenbar notwendige Bedingung zu- 
gleich dafür hinreichend ist, daß die Schar im Kleinen regular istees> 
Sei P ein gewöhnlicher Punkt, Up eine Umgebung um P, die ihm 
aut unserer Bedingung zukommt, und von der wir voraussetzen dürfen, 
daß sie keinen singulären Punkt enthält. Es ist dann unmöglich, daß 
ine Kurve der Schar ganz in U pliegt; wäre nämlich eine Scharkurve 
n Up enthalten, so würden ihre Enden aus je einem Punkt bestehen 
ınd sowohl diese Kurve j wie auch die in ihrem Innern liegenden 
scharkurven wären also einfache geschlossene Kurven; im Innern 
’on j oder auf j würde daher wenigstens ein singulärer Punkt liegen, 
‚aut $ 1, gegen unsere Voraussetzung. Ebenso ergibt sich, daß jede 
lüurch einen Punkt von U p gehende Scharkurve in beiden Richtungen 
uf derselben die Umgebung U, verlassen muß. — Nehmen wir nun 
inen einfachen Bogen c, der zwei durch P getrennte Punkte R und S 
“es durch P gehenden Scharbogens b innerhalb von Up verbindet, 


'hne 5 sonst zu treffen, und mit dem BO Senne RS von b zusammen 
‚inen Bereich x in Up berandet. Sei De BR memenessezenup kon 
‚ergierende Folge von Punkten von x, und p, der bis auf seine End- 
‚unkte in x liegende Scharbogen durch P;. Wenn es nun für jedes i 
‚mendlich viele solche Bögen ß, (k>i) gibt, die ß, in x nicht von P 
“ennen, konvergieren ihre Endpunkte gegen einen Punkt von c, 
"ährend die auf P, liegenden Punkte P, gegen P konvergieren; dies 
derspricht der Bedingung L. Es gibt also eine Teilfolge von ß, , fa, -- 
ie wir wieder mit P}, Pa; --: bezeichnen, von der Art, daß immer 
v Br, ,., P;-ı in x durch ß, von P getrennt werden. — Wir be- 
‚aupten, daß die Bögen ß,, Pa, ».. gegen den Bogen b konvergieren. 
Väre dies nicht der Fall, so enthielte die Grenzmenge h der Bögen 
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Pi; Pa, ; ;- wenigstens einen nicht zu b gehörigen Punkt. Sei d, der 
von ß, in x bestimmte, ß,,, enthaltende Bereich und sei d der Durch. 
schnitt von d,, d,,...; d ist ein Kontinuum, welches den ın x 
liegenden Teilbogen 8 von b und die Grenzmenge h von ß,, Pa: -- 
enthält; durch Fortlassung des Punktes P zerfällt d in zwei fremde 
Mengen. Ein Scharbogen, der durch einen von 5b verschiedenen 
Punkt von h geht, tritt in beiden Richtungen auf der Kurve auf dem 
selben zu d gehörigen Bogen von x hinaus, folglich ist die Menge 
der Bögen, die durch die Punkte von h gehen, abzählbar. Der gemein- 
same Teil je eines solchen Bogens mit h bildet je eine abgeschlossene 
Menge; diese Mengen, die paarweise fremd sind, erschöpfen zusammen 
das Kontinuum h. Dies ist aber ein Widerspruch gegen den auf S. 38 
bewiesenen Hilfssatz. 

Aus der somit bewiesenen Konvergenzeigenschaft ergibt sich wie 
im vorigen Paragraphen, daß es möglich ist, einen als Ouerbogen zu 
bezeichnenden einfachen Bogen in x zu bestimmen, der P mit einem 
Punkt N! von c verbindet und jeden in x liegenden, P und N in % 
trennenden Scharbogen genau einmal trifft. Nimmt man zwei einander 
fremde Querbögen, die zwei in Up liegende Scharbögen verbinden 
und nimmt man die durch ihre Endpunkte bestimmten Teile der 
Scharbögen, so entsteht ein „Rechteck“, welches sich auf ein gewöhn- 
liches Rechteck der Zahlenebene topologisch abbilden läßt, so daß 
die in ihm verlaufenden Scharbögen in parallele Strecken übergehen. 
Dies ergibt sich durch eine Wiederholung des im vorigen Paragraphen 
auseinandergesetzten Verfahrens. 

Aus der obigen Betrachtung ergibt sich zugleich, daß, wenn aus 
einem Punkt P genau zwei Scharbögen ausgehen und die Bedingung L 
für jeden von P verschiedenen Punkt O einer Umgebung Up von P er 
füllt ist, dann die Bedingung L auch für P selbst besteht und als 
die Schar in der Umgebung von P regulär ist. | 


Wir betrachten im folgenden solche Scharen, die bis auf eine 
endliche Anzahl von singulären Punkten, von denen entweder kein, 
oder ein, oder mehr als zwei Scharbögen ausgehen, im Kleinen regulär, 
d. h. in der Umgebung eines jeden gewöhnlichen Punktes einer Parallel 
schar homöomorph sind. | 

Sei P, ein singulärer Punkt, von dem wir annehmen, daß er ein 
innerer Punkt von F ist!); wir definieren mit H. Hamburger den zu 
gehörigen Index o, folgendermaßen. Um den Punkt P, nehmen wir 


t) Diese Annahme bedeutet keine Einschränkung der Allgemeinheit; wenn 
nämlich auf einer Kontur der Fläche F ein singulärer Punkt der Schar liegt, 
so fügen wir zu F längs dieser Kontur einen Kreisring hinzu und nehmen 
die Schar der konzentrischen Kreise als Erweiterung der gegebenen Schar für 
den neu hinzugenommenen Flächenteil. 
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eine hinreichend kleine einfache geschlossene Kurve 7, die in ihrem 
‚Innern keinen weiteren singulären Punkt enthält. Wir nehmen dann 
eine endliche Anzahl von hinreichend kleinen Umgebungen, so daß 
jeder Punkt der Kurve 7 zu wenigstens einer dieser Umgebungen ge- 
hört und daß je zwei zu derselben Umgebung gehörige Punkte sich 
durch einen aus einem Scharbogen und aus einem Querbogen be- 
stehenden Weg in dieser Umgebung verbinden lassen. Sodann kon- 
‚struleren wir aus solchen Wegen ein einfaches Polygon //,, welches 
‘den Punkt P,, aber keinen weiteren singulären Punkt in seinem Innern 
enthält. In einem Eckpunkt des Polygons //, treffen sich ein Schar- 
‚und ein Querbogen, welche Seiten von /J, sind; je nachdem der über 
‚diesen Eckpunkt hinaus fortgesetzte Scharbogen in das Äußere bzw. 
y das Innere von I//, tritt, nennen wir den Eckpunkt einen aus- bzw. 
einspringenden Eckpunkt,; seien a, bzw. e, ihre Anzahlen. Die Zahl 


A 


Ti bezeichnen wir als Index von P,. (Es wäre leicht 
‚direkt zu zeigen, ergibt sich aber aus dem folgenden von selbst, daß 
‚diese Zahl o, nur vom Punkt P, und nicht von der speziellen Wahl 
i& Polygons II, abhängt.) 


Wenn wir eine aus analytischen Kurven bestehende Schar be- 
trachten und zu jedem gewöhnlichen Punkt eine bis auf Vielfache 
"von zz bestimmte Richtung der Tangente der Scharkurve in diesem 
‘Punkt zuordnen, so ist die Winkeländerung des Linienelementes bei 
stetiger Fortsetzung um das mit positivem Umlaufssinn genommene 
Poligon I/, gleich 27o,, wie man unmittelbar erkennt. Diese Winkel- 
änderung dividiert durch 2r ist von Poincare und Bendixson als 
Index des singulären Punktes eingeführt worden. 

Wir zeigen jetzt, daß die Summe der Indizes 0, der mit negativem 
Vorzeichen genommenen Charakteristik der Fläche F gleich ist; diese 
Beziehung wurde im wesentlichen von Poincare und von Bendixson, 
‘erner in einer etwas anderen, unten zu besprechenden Form von 
1. Dyck gegeben und neuestens auch von H. Hamburger hergeleitet. 


Zur Aufstellung dieser Beziehung dient die folgende Überlegung, 
lie sich an die Hamburgerschen Betrachtungen anschließt. Wir nehmen 
auf der Fläche F um jeden singulären Punkt P; je ein Polygon II,, 
las die anderen nicht trifft; die Fläche F’, die von den nicht inner- 
ıalb von den I//, liegenden Punkten von F gebildet ist, hat um 
ı Konturen mehr als F, wenn n die Anzahl der singulären Punkte 
»edeutet. Nehmen wir auf‘ 7 endlich viele Rechtecke q,, 9% -- -» 9, 
ın, deren jedes von zwei Quer- und von zwei Scharbögen berandet 
st und in seinem Innern eine Parallelschar trägt, so daß jeder nicht 
um Rand von F gehörige Punkt F’im Innern je eines Rechteckes g, 
legt. Wir wählen diese Rechtecke so, daß die zu ihrer Berandung 
lienenden Querbögen einander nicht treffen. In jedem Rechteck g, 


== 
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verlängern wir die in ihm liegenden Teile der Seiten der anderen 
Rechtecke g, und auch die der Polygone //,, so daß das Recht 
eck g, in eine endliche Anzahl von Teilrechtecken wie durch parallele 
und senkrechte Strecken zerlegt wird. Auf diese Weise entsteht eine 
Zerlegung von F’ in eine endliche Anzahl 
«@, von Rechtecken g,;' wir bezeichnen mit 
&, die Anzahl der Eckpunkte dieser Ter 
lung; sei ferner «, die Anzahl der Kanten, 

* deren jede je zwei Eckpunkte der Teilung 
verbindet. — Sei nun «,! bzw. &,? die Am 
zahl derjenigen auf den Polygonen II, lie- 
genden Eckpunkte der Teilung, die zu 
einem bzw. zu drei Rechtecken g/ gehören; 
offenbar ist «,' die Gesamtzahl der ein 
springenden Eckpunkte der Polygone I], 
also eu 2 203 und ebenso = 2 
Gy Seien ferner &,° bzw. «,* die Anzahlen der. 

Fig. 51. jenigen im Innern von F’ liegenden Eck- 

punkte der Teilung, die zu drei bzw. zu 

vier Rechtecken g; gehören. Sei endlich «,” die Anzahl der zu zwei 
Rechtecken g/} gehörigen Teilungseckpunkte. Dann ist 


Hl tl ti tlg tig. 
Für die Anzahl «, der Rechtecke g, erhält man die Beziehung 
%—=34(10 +20 +3. +20 +4), i 
indem man jedes Rechteck g/ nur in seinen vier wirklichen Eck 
punkten abzählt (und so etwa bei einem im Innern von F’ liegenden, 
zu drei Rechtecken gehörigen Eckpunkt nur diejenigen beiden Recht 


ecke berechnet, für welche dieser Teilungseckpunkt ein Eckpunkt des 
Rechteckes ist). Schließlich hat man für die Anzahl der Kanten: 


&, =5(2.0, + 3-0, +4.% +30 44:0, )- 


Daraus ergibt sich 


1 al 


Dabeı ist &, —&, + «, die mit negativem Vorzeichen genommene) 
Charakteristik der Fläche F', wenn also F eine orientierbare bzw. 
nichtorientierbare Fläche mit » Konturen und vom Geschlecht $ ist, 
so ist es gleich 2— (25+r-+n) bw. 2— (b+r-+n). Man hat 
also für orientierbare Polyederflächen die Beziehung A 
RN 


La-2-eb+n: 
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für nichtorientierbare ‚Flächen 
” \ 
N 


Aus dieser Beziehung erkennt man nachträglich, daß der Index o, 

nur vom singulären Punkt P, abhängt; nimmt man nämlich etwa 
statt /IJ, ein anderes Polygon //,’ und behält die anderen Polygone 
D,, II,, ..., II,, so folgt aus der obigen Beziehung, in welcher ja 
095 035, 0, ungeändert bleiben, daß der auf //, bezügliche Index 
dem auf //,’ bezüglichen gleich ist. — 
Als ein Korollar der hergeleiteten Singularitätenbeziehung ergibt 
sich, daß eine von singulären Punkten freie, also im kleinen überall 
reguläre Schar nur auf den Flächen mit der Charakteristik 0, also 
auf den Ringflächen, auf dem Kreisring und auf dem Moebiusschen 
Band existieren kann. Insbesondere folgt, daß jede ım kleinen im 
allgemeinen reguläre Schar auf der Kreisscheibe oder auf der Kugel- 
däche wenigstens einen singulären Punkt haben muß. 


Wir wenden uns nun zur Untersuchung der gestaltlichen Ver- 
1ältnisse. Zunächst betrachten wir Kurvenscharen auf der Kugelfläche. — 
jeien X, K,,K,,... von sıngulären Punkten freie offene Scharkurven 
ind seien P,, P,,... solche beziehungsweise auf den Kurven X, ,K,,.:- 
iegenden Punkte, die gegen einen Punkt P von K konvergieren. Dann 
rgibt sich leicht, daß die Kurven K,,K,,... gegen K konvergieren; 
las ist so zu verstehen, daß erstens die Grenzmenge von K,,K&,,..:. 
nit K+ E-+- E’ zusammenfällt, wobei E und E’ die Enden von K 
yedeuten; zweitens, daß es je eine topologische Abbildung von KX 
wf K, gibt, so daß die einem beliebigen Punkt O von K entsprechen- 
Brunkte 0 ,;0,,:.. von K.:K,,... gegen den Punkt ‘O0 konver- 
sieren. 

Betrachten wir nun eine beliebige offene Kurve X der Schar, die 
nit ihren Enden zusammen von singulären Punkten frei ist; wenn 
Iso P,, P,, ... eine beliebige Folge von auf K liegenden Punkten ist, 
o ist jeder Grenzpunkt dieser Folge ein gewöhnlicher Punkt der 
ıchar!. Sei E ein Ende von K, d. h. die Menge der Grenzpunkte 
on sämtlichen Punktfolgen auf X, deren entsprechende Punkte auf 
er Geraden (von welcher K ein topologisches Bild ist) etwa nach 
echts gegen unendlich konvergieren. Wir werden einen Satz von 
tendixson beweisen, nämlich daß E eine einfache geschlossene Kurve 
er Schar ist, um welche sich K spiralartig herumwindet. — Sei 


1) Wie es sich zeigen wird, sind die Schlußfolgerungen auch dann noch 
ültig, wenn man auf den Enden von K auch Zentren, d. h. solche singulären 
unkte zuläßt, durch welche keine Scharkurve geht; es ergibt sich nachträglich, 
ıß auf dem Ende kein Zentrum liegen kann. 
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P ein Punkt von E, Up eine Umgebung um P, in der sich die 
Schar regulär verhält, b der bis auf seine Endpunkte in Up liegender, 
P enthaltender Teilbogen der durch P gehenden Scharkurve und sei 
q ein in Up liegender Querbogen, der P mit einem Punkt von K 
verbindet und der von der Kurve K bei rechtsseitiger Fortsetzung in 
unendlich vielen Punkten getroffen wird. Seien P, und P, zwei auf 
K aufeinander folgende Schnittpunkte von K mit g; wenn die Kreu- 
zungen von K auf g in P, und in P, in entgegengesetzten Richtungen 


geschehen, d. h. wenn der Bogen PP, von K in P, und ın P, auf 
derselben Seite von g einmündet, so muß derjenige Bereich 5, der 


von dem Bogen P,P, von K und von dem Bogen PP, von g be- 
randet ist und den Punkt P nicht enthält, wenigstens einen singulären 
Punkt enthalten!),. Von einem gewissen Punkt P, ab wird also der 
Querbogen g von der Kurve X immer in derselben Richtung ge- 
kreuzt. — Seien P,, P,,... die aufeinander folgenden Schnittpunkte 
von K mit g. Wir betrachten die einfache geschlossene Kurve y,, 


die vom Bogen P,P, ‚; von K und vom Bogen PP, +ı von 2.28 
bildet ist. Die Kurve y,,, liegt innerhalb von y, (bis auf den ge- 
meinsamen Punkt P,,,) so daß y, und y,,, voneinander durch y,,, 
getrennt werden. Wir denken uns den Index :, hinreichend groß 
gewählt, so daß für kein <>, im Zwischengebiet von y, und y,,, 
ein singulärer Punkt liegt. Die einfachen geschlossenen Kurven y;, +1; 
Yio+2> ... erfülen die im vorigen Paragraphen aufgestellte Bedin- 
gung A, so daß ihre Grenzmenge (die sich nicht auf einen Punkt 
reduzieren kann, da sie mit einem Ende von K identisch ist) eine 
einfache geschlossene Kurve 7 bildet. Um diese Kurve 7 windet sich 
die Kurve K spiralartig herum. — Es folgt auch gleich, daß die 
Kurve 7 eine zu der Schar gehörige Kurve ist und daß jede andere 


Kurve K’ der Schar, die einen Punkt auf dem Bogen DER von q 


besitzt, dieselbe Kurve 7 zum rechten Ende hat. — 


Wenn die beiden Enden einer offenen Kurve X, die mit ihren 
Enden zusammen von singulären Punkten frei ist, miteinander zu- 


sammenfallen, d. h. von derselben einfachen geschlossenen Kurve 7 
der Schar gebildet werden, so berandet X ein spiralartig um 7 herum- 
gewundenes, von 7 freies Gebiet g; dieses Gebiet muß wenigstens einen 


singulären Punkt enthalten. Sei nämlich P ein Punkt von 7, g ein von P 


!) Wir bilden nämlich $ auf eine Halbkreisscheibe topologisch ab, so daß 


der Bogen PRP von q in den Durchmesser und der Bogen P,P, von K in 
die Halbkreislinie übergeht; durch diese Abbildung überträgt sich die in £ ent- 
haltene Schar in eine Kurvenschar auf der Halbkreisscheibe, die wir symme- 
trisch auf die ganze Kreisscheibe erweitern. Wäre in ß kein singulärer Punkt, 
dann hätten wir also eine überall reguläre Schar auf der Kreisscheibe, was 
jedoch unmöglich ist, wie wir schon oben gesehen haben. 
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ausgehender Querbogen, der die Kurve X in unendlich vielen Punkten 
trifft; wenn J einen bis auf seine Endpunkte in g liegenden Teilbogen 
von q, und b den durch seine Endpunkte bestimmten Teilbogen von 
K bedeutet, so muß das von g’ und b berandete Teilgebiet von g 
wenigstens einen singulären Punkt enthalten, da b in seinen beiden 
Endpunkten auf derselben Seite von g in g’ einmündet. 

Aus den obigen Betrachtungen ergeben sich noch die folgenden 
Tatsachen. Wenn K eine offene Scharkurve ist, mit den voneinander 
verschiedenen, von singulären Punkten freien Enden E und E’, und 
im Zwischengebiet von E und E’ kein singulärer Punkt liegt, so hat 
jede andere Kurve in diesem 
Gebiet dieselben beiden Enden. 

Sei also eine von singulären 
Punkten freie Schar im ebenen 
Kreisring gegeben. Wenn eine 
offene Scharkurve vorhanden ist, 
so ist jedes Ende einer offenen 
Scharkurve K eine die beiden 
Randkreise voneinander trennen- 
de einfache geschlossene Kurve!) 
Wenn also im Kreisring eine 
singularitätenfreie Schar außer 
den Randkreisen keine geschlos- 
senen Scharkurven besitzt, so hat 
jede Scharkurve die beiden Rand- Fig. 52, 
kreise als Finden. Jede Kurve 
windet sich um ihre beiden Enden 
entweder in derselben oder in 
entgegengesetzten Richtungen 
herum; dementsprechend ist die 
Schar entweder der Schar 


o=t+1E(—-2)5, 


1 
‘ 
21,2:,.2203, 


oder der Schar 


äquivalent, wobei (r, @) die Polar- 
koordinaten des Kreisringes Fig. 53. 


£ 1) Wäre nämlich E ein Ende von K, welches die Randkreise nicht trennt, 
"so würde aus dem Kreisring durch Fortlassung des Inneren von E ein von 
drei Konturen berandeter ebener Bereich mit einer 'singularitätenfreien Schar 
entstehen, was aber unmöglich ist. 
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1<r<3, 0<p<2n und t (0 <St<2n) den Scharparameter be- 
deutett), (s. Fig. 52 und 53). 


Wir untersuchen jetzt den Charakter der singulären Punkte ın 
deren Umgebung (dies bezieht sich dann natürlich auf beliebige 
Flächen). R 

Ein singulärer Punkt, durch welchen keine Scharkurve geht, heißt 
ein Zentrum. Wir werden zeigen, daB in einer beliebig kleinen Um- 
gebung eines Zentrums wenigstens eine geschlossene Scharkurve liegt, 
die das Zentrum in ihrem Innern hat. — Sei Uo eine hinreichend 
kleine Umgebung des Zentrums O0, die keine weiteren singulären 
Punkte enthält. Wenn es eine in Un, liegende geschlossene Schar- 
kurve gibt, so muß sie in ihrem Irinern wenigstens einen singulären 
Punkt, also notwendig den Punkt O enthalten, so daß für diesen Fall 
sich unsere Behauptung unmittelbar ergibt. Ebenso folgt, daß, wenn 
eine offene Scharkurve nach beliebig weiter Fortsetzung nach einer 
Richtung die Umgebung U. nicht verläßt, ıhr entsprechendes Ende 
eine in Uo liegende, den Punkt O in ihrem Innern enthaltende, 
geschlossene Scharkurve ist. So bleibt es noch übrig zu zeigen, daß 
unmöglich jede in U. eintreffende Scharkurve ın beiden Richtungen 
die Umgebung U. verlassen kann. Unter der entgegengesetzten Voraus- 
setzung nehmen wir für jeden von O verschiedenen Punkt P von Uo die- 
jenigen beiden Punkte O und R, ın denen der durch P gehende 
Scharbogen nach rechts und nach links von P aus U. zum ersten 


Male austritt. Der Scharbogen OPR berandet einen gewissen, den 
Punkt O nicht enthaltenden Bereich 5p in Uo. Zwei solche Bereiche p 
und fp haben entweder keinen im Innern von Uno liegenden Punkt 
gemeinsam oder aber einer von ihnen ist ein Teil des anderen. 
Wenn es einen größten Bereich 57 gibt, der $p enthält, so bezeichnen 
wir diesen mit Xp; wenn dagegen kein solcher größter Bereich existiert, 
so bezeichnen wir die Summe sämtlicher 5 enthaltender Bereiche 
mit Cp. Wenn zwei Mengen X», und Kp, einen (auf dem Rand 
von Uo liegenden) gemeinsamen Punkt haben, so nehmen wir ihre 
Summe und wiederholen denselben Schritt (eventuell auch unendlich 
oft, in welchem Falle auch die Grenzpunkte zu solchen Summen 
hinzuzufügen sind), bis wir schließlich solche Kontinua bekommen, 
die wir wieder mit Kp bezeichnen, von denen je zwei einander fremd 
sind. Jede Menge Kp und Cp besitzt wenigstens einen inneren Punkt, 
sie sind paarweise fremd, so daß ihre Menge abzählbar ist. Lassen 
wir nun die Mengen Cpr von Uno fort; die übrigbleibenden Punkte 
von Uo bilden zusammen ein Kontinuum K, welches ın die abzähl- 
bare Menge von fremden Kontinua Kp und in den Punkt O zerlegt 


!) Vgl. die unten genannte Arbeit von H. Kneser. 
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den Punkt O zerlegt wird. Aus diesem Widerspruch gegen den schon 
oben benutzten Hilfssatz von S. 38 folgt nunmehr unsere Behauptung. 

Die Struktur der, Schar in der Nähe eines Zentrums O ist auf 
diese Weise vollständig charakterisiert. Es gibt eine Menge von ein- 
fachen geschlossenen Scharkurven, so daß von zweien immer eine 
im Innern der anderen liegt und jede den Punkt O in ihrem Innern 
hat; zwischen zwei solchen Kurven sind entweder alle Scharkurven 
geschlossen und verhalten sich wie konzentrische Kreise im Kreisring; 
wenn aber zwischen zwei solchen Kurven keine weitere geschlossene 
Scharkurve liegt, so ist die im Zwischengebiet dieser beiden Kurven 
gelegene Schar eine der oben gelegentlich des Kreisringes charakte- 
risierten Scharen. 

Die anderen singulären Punkte sind solche, von denen entweder 
ein einziger oder aber mehr als zwei Scharbogen ausgehen. Wir werden 
diese singulären Punkte im Anschluß an Bendixson näher untersuchen. 

Betrachten wir zuerst einen solchen singulären Punkt S, von dem 
n Bögen der Schar ausgehen, wobei n eine endliche Zahl > 2 ist. 
Sei Us eine Umgebung von S, die keinen weite- 
ren singulären Punkt enthält. Wir betrachten zwei 
benachbarte, von S ausgehende Bögen b, und b,, 
die bis auf ihre anderen Endpunkte in Us liegen 
und zusammen einen von den anderen von S aus: 
gehenden Scharbögen freien Bereich in Us be- 
randen. Wir bilden den Bereich / topologisch auf 
eine Halbkreisscheibe ab, so daß S in den Kreis- Fig. 54. 
mittelpunkt und 5, +5, ın den Durchmesser 
übergeht und erweitern die auf diese Weise entstehende Schar 
symmetrisch für das ganze Kreisinnere. So entsteht eine in der 
Umgebung des Mittelpunktes überall (bis auf den Mittelpunkt) re- 
guläre Schar, die genau zwei vom Mittelpunkt ausgehende Bögen 

"hat, so daß diese Schar sich in der Nähe des Mittelpunktes wie eine 
_Parallelschar verhält. Bezüglich der Umgebung von S können wir 
also schließen, daß jeder in der Nähe von b, gehende Scharbogen in ß 
‚auch in der Nähe von b, vorbeigeht. Wenn g, bzw. q, je einin einem 
‘von S verschiedenen Punkte von 5b, bzw. von b, nach ß errichteter 
“Querbogen ist, so beranden dieselben mit b,, db, und mit einem 
"Scharbogen zusammen ein Gebiet, in welchem die Schar wie eine 
Parallelschar verläuft (s. Fig. 54). Wir bezeichnen das von den inneren 
Punkten von ß bestehende Gebiet als ein Sattelgebiet'); dies ist durch 
die Eigenschaft charakterisiert, daß jede in ihm eintreffende Schar- 


1) Die Bezeichnungen Sattel-, Strahlen- und Schleifengebiete für die von 
'PoincareE und Bendixson herrührenden Begriffe cols, regions nodales ouvertes, 
regions nodales fermees entnehme ich einer Arbeit von H. Hamburger, deren 
"Manuskript ich gelesen habe, 
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kurve in beiden Richtungen das Gebiet verläßt. Bei dem singulären 
Punkt S, von welchem n Scharbögen ausgehen, stoßen n Sattelgebiete 
an (s. Fig. 55, n—= 3). — Der Fall „=1 spielt. keine Ausnahmerolle. 
Man bildet eine Umgebung des singulären Punktes S auf eine Halb- 
kreisscheibe ab, so daß der Punkt S in den Mittelpunkt und der 
einzige aus $ ausgehende Scharbogen b (1, 2-deutig) in die beiden 
Radien, die die Halbkreisscheibe beranden, übergeht. In diesem Fall 
verläuft die Schar in der Nähe des singulären Punktes S wie eine 
Schar konfokaler Parabeln (s. Fig. 56). 


Der Index o des singulären Punktes $S, aus welchem » Bögen 
ausgehen, ist gleich 1 5; ein Polygon // um S hat nämlich in 
jedem Sattelgebiet zwei notwendige ausspringende Eckpunkte. 


Wenn auf einer geschlossenen 
Fläche F vom Geschlecht 5 eine 
solche Kurvenschar gegeben ist, 
daß aus jedem singulären Punkt 


= 


Fig. 56. 


höchstens endlich viele Bögen ausgehen, so bezeichne man mit #, 
die Anzahl derjenigen singulären Punkte, von denen » Bögen ausgehen 
(=0,1,3,4,..., N). Die auf S.252 hergeleitete Singularitätenbeziehung; 
geht dann in die folgende über: 


Diı-2).=2-2b bzw he 
=0,1,3,4,:..,N) 
je nachdem F eine orientierbare bzw. nichtorientierbare Fläche ist. 
In dieser Form wurde die Beziehung (auch allgemeiner als in unserer 
Darstellung) von v. Dyck angegeben. 

Kehren wir wieder zu dem allgemeinen Fall zurück und betrach- 
ten einen singulären Punkt S, von dem unendlich viele Scharbögen 
ausgehen. Wenn 5, und b, zwei solche von 5 ausgehenden Bögen 
sind, zwischen denen kein weiterer von 5 ausgehender Bogen liegt, 
so liegt wieder zwischen b, und b, ein Sattelgebiet vor. — Seien 
nun 5b, und b, zwei solche von S ausgehende Scharbögen, deren 
andere Endpunkte auf dem Rand von Us liegen, daß zwischen ihnen 
jeder hinreichend nahe bei 5 vorbeigehende Scharbogen in den Punkt S 
eintrifft. Sei c der zwischen b, und b, liegende Bogen des Randes 
von Up (den wir als eine einfache geschlossene Kurve annehmen 
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wollen) und sei g das von b,, b, und c berandete Teilgebiet von Us. 
Sei c’ ein Hilfsbogen, der 5b, und b, in g verbindet und hinreichend 
nahe bei S verläuft, so daß jeder Scharbogen, der c’ trifft, in den 
Punkt S einmündet. Wenn jeder von 5 ausgehende Scharbogen in g 
bei weiterer Fortsetzung das Ge- 
biet g verläßt, bezeichnen wir g als 
ein Strahlengebiet (s. Fig. 57). — 
Wenn es aber solche von S in g 
ausgehende Scharkurven gibt, die 
in ihrem ganzen Verlauf in g blei- 
ben, so ist jede solche Scharkurve 
geschlossen. Eine in g liegende 


2 
5 % 


Fig. 57. Fig. 58. 


geschlossene Scharkurve, die durch den Punkt $S geht und wenigstens 
einen Punkt auf dem Bogen c besitzt, bestimmt ein zum Gebiet g 
gehöriges Schleifengebiet, in welchem jede Scharkurve geschlossen ist 
und durch den Punkt S geht. In einem Schleifengebiet gibt es be- 
liebig kleine Kurven, .d. h. solche, die in einer beliebig kleinen Um 


-—— - 


A 


Fig. 59. Fig. 60. 


gebung von S liegen. In einem Schleifengebiet kann aber die Schar 
noch sehr verschiedenartige Struktur haben, z. B. innerhalb einer Kurve 
kann es zwei Kurven geben, die bis auf den gemeinsamen Punkt S 
‚außerhalb voneinander liegen (s. Fig. 58). 
Es ist wohl zu bemerken, daß diese verschiedenen Gebiete außer 
der Schar noch von der speziellen Wahl der Umgebung Us abhängen; 
17* 
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z. B. kann ein Schleifengebiet bei Verminderung der Umgebung Us 
in mehrere Sattel-, Strahlen- und Schleifengebiete zerfallen. Nichtdesto- 
weniger reichen sie hin zur Charakterisierung der Singularitäten. — Bei 
einem singulären Punkt können sich mehrere, sogar unendlich viele 
Gebiete der genannten Arten aneinanderreihen. Der Index des sin- 
gulären Punktes ist jedoch durch eine endliche Anzahl unter ihnen zu 
bestimmen. Ein Sattelgebiet liefert zum Index den Beitrag — 3, 
wie wir schon gesehen haben; ein Schleifengebiet den Beitrag +3, 
da nämlich ein dieses Gebiet abgrenzender Teil des Polygons /I zwei 
notwendige einspringende Eckpunkte hat; bei einem Strahlengebiet 
kommen keine notwendigen Eckpunkte des Polygons // vor, so daß 
der dadurch dem Index gelieferte Beitrag O0 ist. — Als Beispiele be- 
trachte man die auf den Fig. 59, 60 aufgezeichneten Scharen; die Indizes 
der singulären Punkte sind bzw. o=1 und o=2 (nämlich 1-+ halbe 
Anzahl der Schleifengebiete — halbe Anzahl der Sattelgebiete). 


Über den Gesamtverlauf von Kurvenscharen seien hier noch einige 
Resultate erwähnt. 

Wenn man auf der Kugelfläche einen einzigen singulären Punkt S 
zuläßt, so ist dies notwendig ein mehrfacher Punkt, sämtliche Schar- 
kurven sind geschlossen und laufen durch S. Dieser Satz rührt von 
Hamburger her. Zum Beweis genügt es zu zeigen, daß die Schar keine 
offene Kurve haben kann, sodann folgt die vollständige Behauptung 
aus den Ergebnissen des vorigen Paragraphen. Dies sieht man nach 
Hamburger folgendermaßen ein. Wäre eine offene Scharkurve K vor- 
handen, so legen wir aus einem von S verschiedenen Punkte eines 
Endes von K einen Querbogen g und nehmen einen solchen Teil- 
bogen g, von g, dessen Endpunkte und nur diese zu K gehören und 
welcher in seinen beiden Endpunkten von K in derselben Richtung 
gekreuzt wird; der zwischen den Endpunkten von g, liegende Bogen 
von K bildet mit q, zusammen ein Polygon // um den singulären 
Punkt S. II hat zwei Eckpunkte, von denen einer aus-, der andere 
einspringend ist, folglich wäre der Index o=1; dies widerspricht aber 
der Singularitätenbeziehung 0 = 20, =2 — 29 =2. 

Die singularitätenfreien Kurvenscharen auf den Ringflächen wurden 
von H. Kneser untersucht. — Sei zunächst eine Torusfläche und auf 
ihr eine singularitätenfreie Schar gegeben. Wenn die Schar eine ge- 
schlossene Kurve hat, so kann diese offenbar nicht homotop 0 sein, 
da sonst ıhr Inneres wenigstens einen singulären Punkt enthalten 
müßte. Die längs einer geschlossenen Scharkurve aufgeschnittene 
Fläche ist einem ebenen Kreisring homöomorph, auf welchem die 
singularitätenfreien Scharen schon oben charakterisiert worden sind. 
Es bleibt somit der Fall übrig, wo sämtliche Scharkurven offen sind. 
In diesem Fall konstruiert Kneser eine geschlossene Querkurve g, 
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d. h. eine einfache geschlossene Kurve, deren jeder Bogen ein (uer- 
bogen ist, und betrachtet die Abbildung derselben auf sich selbst, die 
dadurch entsteht, daß man bei einem bestimmten Umlauf auf einer 
Scharkurve X immer einem auf g liegenden Punkt von K den nächsten 
Treffpunkt von K mit g als Bild zuordnet. Auf diese Weise wird 
eine topologische Abbildung von g auf sich selbst erklärt, die samt 
ihren Potenzen fixpunktfrei ist (das Auftreten eines Fixpunktes würde 
eben die Existenz einer geschlossenen Scharkurve bedeuten). Eine solche 
Abbildung ist entweder von der Art, daß die bei den Potenzen der 
Abbildung entstehenden Bilder irgendeines Punktes von g auf g über- 
all dicht liegen, oder aber die iterierten Bilder eines jeden Punktes 
je eine auf g nirgends dichte Menge bilden, wie man leicht einsieht. 
Durch diese Abbildung ist die Struktur der Schar schon bestimmt. 
Im ersten Fall ist sie einer Schar von der Form 


y=i7ap 
(9, w= Toruskoordinaten, 0 <p<2n, 0<y<2n; 
— Scharparameter, 0 <t<2rz, & = irrationale Größe!)) 


homöomorph; im zweiten Fall einer Schar, die aus der genannten 
entsteht, wenn man die Scharkurven durch immer schmaler werdende 
Streifen ersetzt. — Für die nichtorientierbare Ringfläche bestimmt 
Kneser ähnlich die gestaltlichen Möglichkeiten; das Hauptresultat ist 
dabei, daß hier mindestens eine geschlossene Scharkurve auftreten 
_ muß. — Wegen der Ausführungen verweisen wir den Leser auf die 
demnächst in den Math. Annalen erscheinende Arbeit von H. Kneser: 
Reguläre Kurvenscharen auf den Ringflächen. 


Zum Schluß sei auf den Zusammenhang dieser Untersuchungen 
mit der Theorie der Differentialgleichungen hingewiesen. In der Tat 
waren es die Untersuchungen von Poincare, Bendixson und Bohl über 
Differentialgleichungen, die zu einer eingehenden Behandlung der 
Kurvenscharen geführt haben. Außer den ursprünglichen Arbeiten der 
genannten Autoren sei noch die Darstellung dieser Gedanken bei 
Bieberbach (Theorie der Differentialgleichungen, Berlin 1923) erwähnt. 
— Uber den Zusammenhang der Theorie der Kurvenscharen mit der 
Kroneckerschen Charakteristikentheorie siehe die Arbeiten von v. DYCR 
und die Dissertation von J. Nielsen (s. Literaturverzeichnis). 


!) Die Bedeutung von « als ‚mittlere Geschwindigkeit‘ bei den wieder- 
holten Abbildungen von g ist von Kneser und im wesentlichen auch schon von 
Poincar& auseinandergeseizt worden. 
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